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Abhandlungen

Schiefe in der Portfolioselektion

Von Frank Guse und Markus Rudolf, Vallendar*

I. Einleitung

Sind die Anlagerenditen normalverteilt, so wird ein Investor auf
Grundlage der Mean-Variance-Optimierung eindeutig ein Portfolio mit
niedrigerer Varianz bei gleicher erwarteter Rendite bevorzugen und um-
gekehrt ein Portfolio mit hoherer Rendite bei gleicher Varianz. Sind die
Anlagerenditen jedoch nicht mehr normalverteilt, so ist das Verhiltnis
der beiden EntscheidungsgroBen nicht mehr eindeutig. Vielmehr ist das
Mean-Variance-Kriterium unter nicht normalverteilten Renditen nicht
mehr zwangsldufig ein giiltiges Kriterium zur Auswahl eines Portfolios.
Stattdessen gibt es Hinweise auf die Praferenz fiir positive Schiefe bei
Investoren. Solche Hinweise finden sich bereits bereits bei Jean (1971)
und bei Francis (1975). In den letzten Jahren finden sich Beitriage zur
Portfolioselektion bei nicht normalverteilten Anlagen u.a. bei Harvey/
Liechty/Miiller (2003) und Jondeau/Rockinger (2003). Abbildung 1 ver-
anschaulicht diese Diskussion. Dazu sind jeweils zwei Verteilungen dar-
gestellt, bei denen zwei Momente jeweils gleich sind, dass dritte jedoch
unterschiedlich.

In Abbildung 1 entspricht die mutmafBlich attraktivere Verteilung je-
weils der schwarzen Linie. In der oberen Abbildung hat die schwarze Li-
nie beispielsweise ein hoheres Aufwirtspotenzial und gleichzeitig ein ge-
ringeres Abwéirtspotenzial als die graue Linie. Dennoch stimmen Erwar-
tungswert und Varianz bei beiden Verteilungen iiberein. Die dunklere
Verteilung hat aber eine hohere Schiefe, was offenbar ausschlaggebend
fur die hohere Attraktivitdt ist. Im zweiten Bild in Abbildung 1 unter-

* Wir danken Matthias Muck, Michael Adams, Volker Anger, Karl Keiber, einem
anonymen Gutachter dieser Zeitschrift und dem Organisationsteam der Tagung
der Deutschen Gesellschaft fiir Finanzwirtschaft (DGF) in Augsburg 2005 fiir ihre
hilfreichen Kommentare. Wir danken auch fir die finanzielle Unterstiitzung der
Dresdner Bank AG, die diese Studie ermoglicht hat. Eventuelle, verbleibende Feh-
ler sind selbstverstidndlich eigenes Verschulden.
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Abbildung 1: Verteilungen mit unterschiedlichen Momentkombinationen:
Die Abbildung zeigt jeweils zwei Verteilungen, bei denen zwei Momente
gleich sind, das dritte Moment jedoch unterschiedlich. Bei den obersten
Verteilungen sind die Schiefen verschieden, bei den ndchsten die
Erwartungswerte und bei der untersten Grafik die Standardabweichungen.
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scheiden sich die Verteilungen nur im Erwartungswert. Es ist klar, dass
die Verteilung mit dem hoheren Erwartungswert die attraktivere ist.
Beim unteren Bild unterscheiden sich schlieBlich die Varianzen der bei-
den Verteilungen, Schiefe und Erwartungswert sind identisch. Beide Ver-
teilungen sind aber schief. Obwohl die klassische Entscheidungstheorie
die Verteilung mit der niedrigeren Varianz priferieren wiirde, ist das
beim dritten Bild in Abbildung 1 nicht eindeutig. Die hohere Varianz der
grauen Linie fiihrt nicht nur zu einem hoheren Verlustpotenzial, sondern
gleichzeitig auch zu einem hoheren Gewinnpotenzial. Liegt also Schiefe
vor, ist das klassische Mean/Variance-Kriterium nicht mehr unbedingt
gultig.

Spielt Schiefe zusétzlich zur Varianz eine Rolle bei Portfolioentschei-
dungen, dann ist die Frage zu beantworten, welchen Ausgleich zwischen
den Momenten ein Investor anstrebt. Um wie viel muss beispielsweise
die Schiefe ansteigen, um den Investor fiir eine hohere Varianz zu ent-
schidigen. Abbildung 2 greift dazu die Beispiele mit unterschiedlicher
Varianz und unterschiedlichem Erwartungswert wieder auf. Diese beiden
Abbildungen finden sich jeweils links. Nach rechts wird nun schrittweise
die Schiefe der bisher inferioren Verteilung erhoht.

Vor allem im oberen Teil der Abbildung 2 wird deutlich, dass die Ver-
teilung mit hoherer Standardabweichung durch eine Erhohung der
Schiefe fiir den Investor deutlich interessanter wird. Damit kann ins-
besondere intuitiv illustriert werden, dass eine héhere Schiefe den Inves-
tor fir eine hohere Varianz oder eine geringere Erwartungsrendite ent-
schadigen kann.

Diese Intuition beziiglich der hoheren Momente der Portfoliorendite-
verteilung lésst sich auch analytisch begriinden. Scott/Horvath (1980)
zeigen, dass rationale Investoren eine Priferenz fiir ungerade Momente
(Rendite, Schiefe) und eine Aversion gegen gerade Momente (Varianz,
Kurtosis) haben, sofern die Nutzenfunktion des Investors nicht quadra-
tisch ist. Zum Beweis expandieren Jondeau/Rockinger (2004) die Taylor-
Reihe um die Erwartungsrendite. Sie zeigen dadurch, dass sich der Er-
wartungsnutzen mit der Schiefe erhtht und mit zunehmender Kurtosis
senkt. Ahnliche, lineare Approximationen zur Nutzenfunktion benutzen
unter anderem Chunhachinda/Dandapani/Hamid/Prakash (1997) und
Harvey/Liechty/Liechty/Mdiller (2003). Kane (1982) zeigt den Einfluss
des hier hergeleiteten Schiefekoeffizienten fiir hdufig verwendete, ganz
spezifische Nutzenfunktionen. Im vorliegenden Papier werden nur die
ersten drei Momente in einem empirischen Anwendungsfall optimiert.
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II. Daten

Im Laufe dieser Arbeit werden exemplarisch die GroBenindizes des
Dow Jones STOXX 600 analysiert. Dieser Index deckt einen bedeutenden
Teil der europidischen Marktkapitalisierung ab. Die GroBenindizes fassen
die jeweils 200 groften, mittleren und kleinsten Aktien dieses Indexes
zusammen. Tabelle 1 bildet die Momente dieser Indexgruppe ab.

Tabelle 1

Momente der Grofienindizes: Momente fiir Grolenindizes
des Dow Jones STOXX 600

1 (%) 0 (%) s k
Large 0.18 2.48 0.033 5.42
Mid 0.13 2.17 ~0.265 6.10
Small 0.06 2.09 ~0.408 7.78

Wochentliche Renditen im Zeitraum 1.1.1991-31.12.2003. Insgesamt
573 Beobachtungen. Alle Indizes sind mit 95 %-Konfidenz nicht normal-
verteilt.

Die Schiefe ist fiir die Indizes der mittleren und kleinsten Aktien sig-
nifikant, die Kurtosis ist fiir alle drei Indizes signifikant. Auf Grundlage
eines Jarque-Bera-Tests sind alle drei Indizes nicht normalverteilt mit
95 %-Konfidenz.

Besonderes Augenmerk muss an dieser Stelle auch auf die Koschiefen
zwischen den Anlagen gelegt werden. Die Schiefe ist ein statistisches
MaB fur die Asymmetrie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Asym-
metrie wird als dritte Potenz der Abweichungen der Realisationen vom
Mittelwert gemessen. Entsprechend stellen die Koschiefen asymmetrische
Abhéngigkeiten zwischen Zufallsvariablen dar. Zur besseren Illustration
sind die Koschiefen fiir die drei in Tabelle 1 gegebenen GroBenindizes in
Abbildung 3 dargestellt.

Unmittelbar zu erkennen ist, dass auch die Koschiefen zwischen den
Anlagen zum Teil deutlich ausgeprigt sind. Das gilt insbesondere fiir die
Koschiefe zwischen mittleren und kleinsten Aktien (an den Positionen
(MM,S) und (MM,M) bzw. (MS,S), (MS,M), (SS,S) und (SS,M)). Hinweise
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Standardisierte Schiefe/Koschiefe

Abbildung 3: Schiefen und Koschiefen der Gréofienindizes: Die Abbildung
stellt die 3 x 9-Schiefe-Koschiefe-Matrix der in Tabelle 1 gegebenen drei
Gréfienindizes Large (L), Mid (M) und Small (S) dar. Dabei sind an der
vertikalen Achse die standardisierten Schiefen und Koschiefen dargestellt.
Die anderen beiden Achsen stellen die Position in der
Schiefe-Koschiefe-Matrix dar.

auf die Bedeutung der Koschiefen im Kontext der Portfoliotheorie finden
sich bei Harvey/Siddique (2000).!

III. Optimierung historischer Momente

Sind die Anlagerenditen nicht normalverteilt, so stellt eine Mean-Va-
riance-Optimierung allenfalls eine Approximation des tatséchlichen Op-
timierungsproblems dar. Die dreidimensionale Optimierung historischer
Momente stellt die unmittelbare Erweiterung der klassischen Mean-Va-
riance-Optimierung dar und verringert damit den Approximationsfehler
bei nicht normalverteilten Renditen. Dabei werden nun zuséatzlich die
Schiefen und Koschiefen der Anlagerenditen explizit beriicksichtigt, die
Analyse wird also um eine zusétzliche Dimension erweitert.

Nachfolgend wird ein Anlageuniversum bestehend aus n Anlagen un-

terstellt. Die ersten drei Momente eines Portfolios (up, 0% und sp) lassen

I Dariiber hinaus finden sich auch bei Friend/Westerfield (1980) erste Hinweise
auf die Bedeutung der Koschiefe. In den letzten Jahren ist diesem Aspekt wieder
verstarkt Aufmerksamkeit gewidmet worden.
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sich in Abhéangigkeit des Vektors der Erwartungsrenditen g, der Varianz/
Kovarianz-Matrix V und der Schiefe/Koschiefe-Matrix S schreiben als:

n
1) Up=Wp= Zwi M
ic1
n n
(2) R=wVw=1 > wi w0y
ic1i-1
(3) sp:w’S(W®w):ZZZWi-Wj~Wk-sijk

i=1j=1k=1

Hierin bezeichnet ® das ,Kronecker“-Produkt.?

Wéihrend die Varianz eine quadratische Funktion der Anlagegewichte
w ist, ist die Schiefe eine kubische Funktion dieser Gewichte. Eine ana-
Iytische Losung des Optimierungsproblems tber die Schiefe ist daher
nicht mehr moglich. Grundsétzlich muss es jedoch aufgrund der Parame-
terpriferenzen des Investors Ziel sein, Erwartungsrendite und Schiefe zu
maximieren sowie gleichzeitig die Varianz zu minimieren. Ein moéglicher
Ansatz ist dann, fir jede gegebene Rendite und Schiefe die Varianz zu
minimieren.? Dies fiihrt zu dem folgenden Optimierungsproblem unter
Beriicksichtigung der Schiefe:*

min  wVw
(4) udN: up=wp
sp=wS(wWaw)

Zur Losung des Minimierungsproblems aus Gleichung 4 wird die
Lagrangefunktion aufgestellt, es ergibt sich also:

(5) L=wVW+ li(up — W) + La(sp — W'S(w @ w))

2 w®w ergibt einen 1 x n%-Vektor, der alle moglichen paarweisen Kombinatio-
nen der beiden Faktoren enthélt. Die Matrix 8 = (sijk);<; jk<n Stellt sdmtliche
Koschiefen und Schiefen der Verteilungen dar. Fiir n Anlagegegenstiande wird der
allgemeinen Konvention folgend S nicht als n x n x n Wiirfel geschrieben, sondern
als n x n?-Matrix. Der Vektor w = (W;); ;. ist der n-dimensionale Vektor der
Portfoliogewichte, g = (4;), - ; ., der n-dimensionale Vektor der erwarteten Rendi-
ten und V = (0ij); < j<n die 7 x n-dimensionale Kovarianzmatrix.

3 Eine ahnliche Darstellung findet sich z.B. in den Ausfiihrungen von Athayde/
Flores (2001), aber auch bei Jondeau/Rockinger (2004). Eine gleichzeitige Optimie-
rung verschiedener héherer Momente kann durch das Polynomial-Goal-Program-
ming erreicht werden. Vergleiche hierzu beispielsweise Chunhachinda/Dandapani/
Hamid/Prakash (1997).

4 Soll zusatzlich die Kurtosis des Portfolios beriicksichtigt werden, so muss als
Nebenbedingung lediglich die Portfoliokurtosis ergénzt werden.
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Daraus folgen die Bedingungen erster Ordnung fiir die Anlagegewichte
w und die Lagrangemultiplikatoren 4; und A,:

OL

(6) w 2Vw — i — 3S(wew) =0
oL ,

() Sl WH=0
oL

(8) a—lzzspfw’S(w®w):0

Dieses Gleichungssystem beschreibt die Kandidaten fiir exakte Lo-
sungen in Abhéngigkeit von w. Die kubische Spezifikation der Schiefe
macht den Einsatz numerischer Losungsverfahren zur Bestimmung der
Portfoliogewichte w erforderlich. Die Minimierung der Varianz ist aber
unter der angegebenen Nebenbedingung mithilfe von Standardsoftware
weitestgehend problemlos méglich. Wir verwenden das Gradientenver-
fahren. Die Optimierung kann beschleunigt werden, wenn die Gradien-
ten der Nebenbedingungen und der Zielfunktion analytisch bestimmt
werden. Die Gradienten sind sédmtliche Ableitungen der Nebenbedingun-
gen nach den n Elementen von w. Die Gradienten in diesem Falle sind
gegeben durch G; =, G; =2Vw und G; = 3S(w®w). Fir die Kurtosis
gilt analog G = 4K[w® (W@ w)]. Dabei ist K eine n x n’-dimensionale
Matrix der Kurtosen und Kokurtosen aller Anlagen.

Die Gradienten sind damit n-dimensionale Spaltenvektoren. Durch Ite-
ration iliber verschiedene Kombinationen von u, und sp ergibt sich die
Gesamtmenge aller Portfolios mit minimaler Varianz. Die Selektion eines
dieser Portfolios hingt dann, wie auch bei der klassischen Mean-Va-
riance-Selektion, von der individuellen Praferenz des Investors ab. Ge-
geniiber der klassischen Mean-Variance-Selektion ergeben sich die opti-
malen Portfolios aber nicht mehr als Linie der Efficient Frontier, sondern
als Ebene im dreidimensionalen Raum.

Nachfolgend wird das Optimierungsverfahren auf einen Datensatz be-
stehend aus européischen Aktienrenditen angewandt. In dieser empiri-
schen Analyse schliefen wir zusétzlich Leerverkiufe aus. Aulerdem wird
eine weitere Nebenbedingung eingefiihrt, die gewéhrleistet, dass die Ge-
wichte sich zu eins aufsummieren. Mit diesen zuséitzlichen Nebenbedin-
gungen erzeugt man ein Gitter in der Rendite-Schiefe-Ebene und mini-
miert die Varianz fiir jede dieser Kombinationen fiir die GroBenindizes
des STOXX 600 aus Tabelle 1. Zusétzlich werden die Momente der Port-
folios entlang der Efficient Frontier berechnet. Das Ergebnis der Opti-
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mierung ist die Menge aller varianzminimalen Portfolios entlang des Git-
ters von moglichen up/sp-Kombinationen. Fiir beide Parameter werden
jeweils 100 Punkte zwischen minimaler und maximaler Rendite bzw.
Schiefe gewidhlt und damit also insgesamt maximal 10.000 mogliche
Kombinationen erzeugt. Ein Teil dieser Kombinationen wird allerdings
nicht effizient sein. Dies gilt insbesondere fiir die Kombinationen mit ge-
ringer Rendite und Schiefe. AuBlerdem wird nur ein Teil dieser mdglichen
Kombinationen auch tatsichlich erreichbar sein, d.h., die Menge der
durch den Algorithmus tatsachlich generierten Portfolios wird kleiner
sein als die Menge aller moglichen Portfolios.

Abbildung 4 zeigt das Ergebnis der Optimierung. Dabei wurden fiir die
GroBenindizes 2.137 varianzminimale Portfolios durch den Algorithmus
generiert. Die Abbildung zeigt die dreidimensionale Mittelwert-Varianz-
Schiefe-Grenze sowie die Momente der Portfolios entlang der Efficient

Rendite

0.026

e 0.025
0.024

= 0.023
0.022

Schiefe 0.021 Standardabweichung

-0.4  0.02

Abbildung 4: MVS-Grenze sowie MV-Efficient-Frontier: Die Abbildung zeigt
die dreidimensionale Ausprigung der optimalen Portfolios sowie die klassische
Efficient Frontier. Ein effizientes Portfolio gemdf; des vorgestellten
Optimierungsproblems muss auf der dunkel dargestellten Fldche liegen, es
muss aber nicht zwangsldufig auch auf der MV-Efficient-Frontier liegen.
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Frontier. Aus dieser Darstellung ist bereits ersichtlich, dass auch Port-
folios abweichend von der Efficient Frontier als optimale Portfolios ge-
neriert worden sind. Zur besseren Illustration werden in den folgenden
Grafiken jeweils die Betrachtungswinkel so verdndert, dass jeweils eine
Aufsicht auf die Rendite-Varianz- und die Rendite-Schiefe-Ebene ermog-
licht wird. Die beiden Graphen in Abbildung 5 zeigen diese Schnitt-
bilder.

Betrachtet man in Abb. 5 die rechte Grafik, die den erwarteten Ren-
dite/Schiefe-Trade-off darstellt, so sind alle Portfolios links der dunkel
dargestellten Efficient Frontier nicht Mean/Variance-effizient. Zu jedem
dieser Portfolios existiert mindestens ein Portfolio mit hoherer Schiefe
und geringerer Varianz bei gleicher Erwartungsrendite. Allerdings exis-
tieren Portfolios rechts der Efficient Frontier. Hierbei handelt es sich um
Portfolios, die gemaB der Praferenzen iiber Rendite, Varianz und Schiefe
durchaus auch effizient sind. Die zwangslaufig hohere Varianz unterhalb
der Efficient Frontier in der linken Grafik kann durch eine hohere
Schiefe rechts der Efficient Frontier in der rechten Grafik ausgeglichen
werden. Man erkennt, dass bei nur geringfligig hoherer Standardabwei-
chung deutlich hohere Portfolioschiefen erreicht werden konnen.

Die Auswahl eines Portfolios erfolgt dann fir jeden Investor anhand
seiner Nutzenfunktion. Diese muss geeignete Priferenzen tiber drei Mo-
mente bilden. Sollte der Investor dem dritten Moment gegentiber indiffe-
rent sein, so wihlt er ein Portfolio auf der klassischen Efficient Frontier.
Dies ist allerdings nur fiir quadratische Nutzenfunktionen der Fall. Be-
trachten wir z.B. die GroBenindizes in Abbildung 5 und beschréanken die
Diskussion auf diejenigen Portfolios mit einer wochentlichen Erwar-
tungsrendite von 0.14%. Das zugehorige Portfolio auf der Efficient Fron-
tier weist eine Standardabweichung von ¢ = 0.0220 und eine Schiefe von
sp = —0.20 auf. Rechts der Efficient Frontier sind Portfolios mit héherer
Schiefe und Standardabweichung moglich. Die Schiefe dieser Portfolios
steigt auf bis zu sp = —0.055 an, wihrend die Standardabweichung bis
auf ¢ =0.0225 zunimmt. Die hohere Schiefe macht aber hohe positive
Renditen wahrscheinlicher. Investoren, die diese Rechtsschiefe der Ren-
diten, bzw. in diesem Falle geringere Linksschiefe, in ihrer Nutzenfunk-
tion berticksichtigen, wiirden dann das in der klassischen zweidimensio-
nalen Sichtweise ineffiziente Portfolio wahlen.?

Wahrend die soeben vorgestellte direkte Optimierung historischer Mo-
mente eine intuitive Erweiterung der Mean-Variance-Optimierung dar-

5 Vergleiche hierzu insbesondere auch die Darstellung in Abbildung 2.
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Die Portfoliomomente sind als Sterne eingezeichnet, die dunkle Linie gibt die Mean-Variance-Efficient
Frontier wieder, wihrend die graue Flache die Menge aller Drei-Moment-Portfolios angibt. Der Rendite-
Schiefe-Trade-off zeigt eine Vielzahl von Portfolios rechts der Efficient Frontier. Diese weisen eine héhere
positive Schiefe auf und kénnen daher von Investoren mit geeigneter Praferenz bevorzugt werden.

Abbildung 5: Rendite/Varianz und Rendite/Schiefe-Trade-off fiir varianzminimale
Portfolios — Grofienindizes: Trade-off der ersten drei Momente fir die
Grofienindizes des Dow Jones STOXX 600

stellt, ist die Beschriankung auf lediglich drei Momente in dieser Vor-
gehensweise keinesfalls begriindet: Sind die Renditeverteilungen nicht
normalverteilt, so wird zwar tiber die Schiefe bereits ein Teil der Nicht-
Normalitit erfasst,® die hoheren Momente (Kurtosis etc.) werden jedoch
ignoriert. Die Berticksichtigung der Kurtosis erfordert jedoch zusatzlich
die Erfassung einer n x n3-Matrix. Im Folgenden soll daher nun auch ein
Modell vorgestellt werden, das fiir Anlagerenditen eine Verteilung vor-
gibt, die genau durch drei Parameter bestimmt ist und damit eine Be-

6 Die Analyse ist damit in jedem Falle genauer als eine Mean-Variance-Analyse.
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schriankung auf die ersten drei Momente ermdoglicht. Sdmtliche hoheren
Momente sind damit durch die ersten drei Momente bestimmt und kon-
nen daher ignoriert werden.

IV. Schiefe Verteilungen

Bereits die Anséatze von Ingersoll (1987) und Gamba/Rossi (1998) ver-
wenden eine Art schiefe Normalverteilung. Durch die Darstellung von
Anlagerenditen als Summe einer multivariaten Normalverteilung und
einer fiir alle Anlagen gleichen Schiefequelle’ entsteht eine mit der
Normalverteilung eng verwandte schiefe Verteilung. Gamba/Rossi (1998)
zeigen, wie sich solch eine Annahme iiber Anlagerenditen in der Portfo-
lioselektion niederschlagt. Die getroffenen Annahmen, insbesondere
uber die Schiefequelle, sind jedoch weitestgehend ad hoc eingefiihrt und
nicht standardisiert. Dartiber hinaus ergeben sich Probleme bei der
Schitzung, da die Verteilungsfunktionen der Schiefequelle nur schwierig
erfasst werden konnen. SchlieBlich ist das entwickelte Modell nicht in
der Lage, empirisch valide Ergebnisse zu erzeugen. Die Erfassung
der Schiefe als linearer Zusammenhang gelingt damit nicht. Die Ent-
wicklung der schiefen Normalverteilung greift diese ersten Ansétze auf,
verfeinert und standardisiert aber die Quelle der Schiefe in der Ver-
teilung.

Eine multivariate schiefe Normalverteilung wird statistisch genau erst
von Azzalini/Valle (1996) und Azzalini/Captaino (1999) beschrieben.
Grundséatzlich konstruieren die Autoren die schiefe Normalverteilung als
Produkt einer multivariaten Normalverteilung und einer kumulativen
univariaten Normalverteilungsfunktion. Die Verteilungsfunktion stellt
also in diesem Falle eine spezielle Annahme fiir die Schiefequelle aus
den ersten Ansdtzen dar. Weitere Verbesserungen zu der schiefen Nor-
malverteilung leisten Sahu/Dey/Branco (2003) und Azzalini/Capitanio
(2003). Obwohl die Autoren jeweils verschiedene Darstellungen der Ver-
teilungen wéhlen, sind die konzeptionellen Unterschiede im Vorgehen
der einzelnen Spezifikationen jedoch eher gering. Anwendungen der
schiefen Normalverteilung zur Portfolioselektion finden sich beispiels-
weise in Adcock (2002) und Harvey/Liechty/Liechty/Miiller (2003). Im
weiteren Verlauf dieses Kapitels beschrinken wir uns auf die Spezifika-

" Die Schiefequelle ist hierbei zunichst nicht niher spezifiziert. Ingersoll
schlagt die Verwendung von verschiedenen schiefen Verteilungen vor, wéhrend
z.B. Simaan (1993) eine beidseitig beschriankte Normalverteilung verwendet.
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tionen von Azzalini/Capitanio (1999). Dazu sei zunéchst die Definition
eines multivariat schief normalverteilten Zufallsvektors gegeben:

Fur den n-dimensionalen, multivariat schief normalverteilten (MSN)
Renditeprozess X ergibt sich die Dichtefunktion in der Spezifikation von
Azzalini/Capitanio (1999) (n: Anzahl der Anlagegegenstinde) als:®

(9) fonv(Xs p,V,a) = 2 - Env(X, 1, V) - Onv [@' X, o/, 1)].

Hierin bezeichnet fsyy die multivariate Dichtefunktion der schiefen
Normalverteilung, fyy die Dichtefunktion der n-variaten Normalvertei-
lung und ®yy eine univariate kumulative Normalverteilung. g ist ein
Vektor von n Erwartungswerten und a = (a1, .. .,ay) ein Vektor, der die
Schiefe der Verteilung reguliert. Durch diesen Parameter lisst sich die
Schiefe der gewlinschten Verteilung konkret wihlen, im Unterschied z.B.
zur Log-Normalverteilung. SchlieBlich bezeichnet X die Realisation eines
n-dimensionalen Zufallsvektors, d.h. derjenigen n Anlagerenditen, deren
gemeinsame Wahrscheinlichkeit berechnet werden soll. Wir schreiben in
diesem Fall:

(10) X ~ MSN(4,V, a)

Fir ¢ =0 entspricht die in Gleichung 9 beschriebene Verteilung der
Normalverteilung.’ Die Auswirkungen der Modellierung von Azzalini/
Valle (1996) erkennt man bei Betrachtung der Bestandteile der Glei-
chung 9: Die kumulative Normalverteilung hat einen Wertebereich [0,1]
und nimmt beim Mittelwert einen Wert von 0.5 an.

Abbildung 6 veranschaulicht dieses Vorgehen. Dort ist eine univariate
schiefe Normalverteilung mit den Parametern y; =0, 0? =1 und a; = —2
dargestellt. Zusétzlich sind die beiden Faktoren aus Gleichung 9 dar-
gestellt, die zu der schiefen Normalverteilung fiihren. AuBerdem ist als
gepunktete Linie die Normalverteilung eingetragen, die denselben Mit-
telwert und dieselbe Varianz wie die schiefe Verteilung aufweist. Die
Skalierung der Normalverteilung durch die kumulative Verteilung ist
deutlich zu erkennen. Ebenso werden die Unterschiede beider Verteilun-
gen mit gleichem Mittelwert und Varianz aber unterschiedlicher Schiefe
deutlich.

8 Diese Form findet sich auch in Azzalini/Valle (1996). Eine dhnliche Spezifika-
tion wahlen Ferreira/Steel (2003), obwohl die Notation leicht unterschiedlich ist,
ist die grundsétzliche Vorgehensweise identisch.

9 Fiir @ =0 ist ®yy(0) = 0.5 und die Dichte reduziert sich zu fsyv(X; p, V) =
fav(Xop; V).
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Die Abbildung veranschaulicht, wie die schiefe Normalverteilung aus dem Produkt der kumu-
lativen Verteilung und der Dichte entsteht. Die schiefe Normalverteilung ist fett dargestellt. Da-
runter findet sich gestrichelt die Normalverteilung mit gleichem Erwartungswert und gleicher
Varianz. Die asymmetrische Auspriagung der schiefen Normalverteilung ist deutlich zu erkennen.

Abbildung 6: Skalierung der univariaten schiefen Normalverteilung:
Univariate schiefe Normalverteilung mit u; = 0, 0? = 1 und a; = —2

Eine explizite Herleitung der Momente der schiefen Normalverteilung
aus der Kumulantfunktion findet sich in der Arbeit von Azzalini/Capita-
nio (1999). Es zeigt sich, dass fiir die schiefe Normalverteilung die ersten
drei Verteilungsmomente unabhingig voneinander bestimmt sind. Die
Kurtosis unterscheidet sich auch von der Kurtosis der Normalverteilung.
Sie ist aber direkt abhingig von der Schiefe der Verteilung und kann da-
mit nicht separat modelliert werden.

Zur Schétzung der Verteilung, d.h. zur Bestimmung der Parameter
(u,V,a), ist die Loglikelihood der beobachteten Renditen zu maximieren.
Ist eine multivariate Verteilung aus den beobachteten Renditen geschitzt,
so werden zur Portfolioselektion die multivariaten Einzelanlagen in ein
univariates Portfolio tiberfiihrt und die Parameter dieses Portfolios in
Abhéngigkeit von den Portfoliogewichtungen und der entsprechenden
Nutzenfunktion optimiert.
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Sind die Einzelanlagen multivariat schief normalverteilt (MSN)!® und
bezeichnet w den Vektor der Gewichte in den Einzelanlagen, dann gilt
fur die Portfoliorendite P (up ist der Portfolioerwartungswert, o% ist die
Portfoliovarianz und ap ist die Portfolioschiefe):

(11) P =wX ~ SNV(up, 0%, ap)
mit:
up=wp
0% =wVw
ap =9, V,a)

Dabei ist die Funktion g eine nicht lineare Funktion in den Parametern
der Verteilung. Ein Portfolio aus Anlagen, die multivariat schief normal-
verteilt sind, weist also selber eine univariat schiefe Renditeverteilung
auf.’

Fir den hier dargestellten Fall eines dreidimensionalen Anlageuniver-
sums ist die schiefe Normalverteilung durch drei zusatzliche Parameter
bestimmt, mit deren Hilfe 3 Schiefen und 9 Koschiefen erfasst werden
miissen. Bereits auf Grundlage dieser Einschriankung wird unmittelbar
deutlich, dass die schiefe Normalverteilung keine absolut exakte Erfas-
sung der Schiefen und Koschiefen gewihrleisten kann und damit gegen-
uber der direkten Optimierung lediglich ein approximatives Verfahren
darstellt. Der Unterschied beider Verfahren sei hier noch einmal deutlich
dargestellt: Die Optimierung iiber die ersten drei empirischen Momente
ist approximativ, weil keine hinreichenden Griinde fiir das Weglassen
der hoheren Momente existieren. Demgegeniiber rechtfertigt die schiefe
Normalverteilung als Renditemodell das Weglassen héherer Momente, er-
fasst aber wiederum die ersten drei empirischen Momente nur appro-
ximativ.

Eine einfache Berechnung der Parameter der schiefen Verteilungen di-
rekt aus den beobachteten empirischen Renditen ist nicht moglich. Die
Bestimmung der Parameter erfolgt tiber Maximum-Likelihood-Metho-
den. Die Parameter werden also so gewihlt, dass die Anpassung der Ver-
teilung an die empirischen Renditen gemessen an der Log-Wahrschein-
lichkeit'® maximal ist. Dazu wird die Summe der logarithmierten Wahr-

10 Formal: X ~ MSN(g, V, a).

1 Vergleiche zu diesem Ergebnis insbesondere die Herleitung von Azzalini/
Capitanio (1999), Gleichung 11.

12 Die Loglikelihood kann im Folgenden dann auch als GiitemaB fir die Kali-
brierung der schiefen Normalverteilung herangezogen werden.
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scheinlichkeiten fiir die beobachteten Renditezeitreihen maximiert. For-
mal wird fir eine Beobachtung von z;(i=1,...,n) Datenpunkten
LL =Y ,log(fsnv(x;)) maximiert, wobei f die multivariate Dichtefunk-
tion der xy,...,x, aus Gleichung 9 ist. Intuitiv wird also diejenige Vertei-
lung gesucht, aus der die beobachteten Renditen mit hoéchster Wahr-
scheinlichkeit gezogen worden sein konnten. Fiir die schiefe Normalver-
teilung ergibt sich formal:

I[?@'ELL = Zlog [fSNV(xh H, V7a7)}

i=1

=n-log2+ Zlog[ﬁvv(xi% V]

i=1

(12) + Z log[QNV(ai - Xi; a’,u; 1]

i=1

Diese Maximierung ist bei Anwendung des Gradientenverfahrens mit-
hilfe von Standardsoftware moglich. Die Gradienten, d.h. die Ableitun-
gen der LL-Funktion nach den zu optimierenden Parametern, kénnen
entsprechend an die Maximierungsroutine tibergeben werden und be-
schleunigen die Losung des Maximierungsproblems. Wir benutzen die
Funktion ,,fmincon" in Matlab sowie eine adaptierte Version der Opti-
mierungsroutinen von Azzalini.'?

Die Kalibrierung der schiefen Normalverteilung auf die drei GréBenin-
dizes erfolgt in Matlab. Es ergeben sich die im Folgenden dargestellten
Parameter fiir die schiefe Normalverteilung:

(13) # =(0.0071 0.0120 0.0141)

0.6401 0.5477 0.5016
(14) V= 05477 0.5861 0.5723
0.5016 0.5723 0.6158

(15) o =(1.6178 —0.3988 —2.1862)

Anhand der geschétzten Verteilung lassen sich die geschitzten Mo-
mente berechnen und mit den empirischen Momenten vergleichen. Die
Anpassung an die empirische Erwartungsrendite und die empirische Va-
rianz-/Kovarianz-Matrix gelingt dabei sehr gut und es ergeben sich nur

13 Diese finden sich unter http://azzalini.stat.unipd.it/SN. Die MSN-Funktionen
haben wir im Wesentlichen auf die neueren Funktionen von Matlab umgestellt.
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Rendite

______ Gy 0.023
0.022

Schiefe Standardabweichung

—0.4 0.02

Abbildung 7: MVS-Grenze unter der schiefen Normalverteilung: Dreidimensionale
Flache effizienter Portfolios unter schiefer Normalverteilung

geringfiigige Abweichungen von den empirischen Momenten. Die Anpas-
sung der Schiefen der Verteilung an die empirische Schiefe-/Koschiefe-
Matrix wird wesentlich durch die Parameter a gesteuert. Damit stehen
nun lediglich drei zusitzliche Parameter zur Kalibrierung von 12 Schie-
fen und Koschiefen zur Verfiigung. Trotzdem kann die kalibrierte schiefe
Normalverteilung die empirischen dritten Momente relativ exakt ab-
bilden.

Grundsitzlich ist die Anpassung relativ genau. Gerade fiir den Index
der mittelgroBen Aktien ergeben sich jedoch deutliche Unterschiede.!*
Mithilfe der Loglikelihood lasst sich die Anpassung an die empirischen
Indizes auch mit alternativen Verteilungsannahmen vergleichen. Die
schiefe Normalverteilung bietet auch auf Grundlage dieser statistischen
Tests eine bessere Anpassung an die empirischen Renditen. Bildet man

14 Wihrend die empirische Schiefe fiir diesen Index —0.265 betrigt, ergibt sich
aufgrund der schiefen Normalverteilung lediglich eine Schiefe von -0.168. Der ab-
solute Unterschied von 0.0963 stellt zugleich den groBten Unterschied in der An-
passung dar.
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nun erneut eine dreidimensionale Flache, auf der zu jeder Kombination
von Erwartungsrendite und Standardabweichung das Portfolio mit mini-
maler Varianz abgetragen wird, so ergibt sich die Abbildung 7.

Trotzdem ergeben sich auch fiir die Portfolioselektion unter der schie-
fen Normalverteilung verglichen mit einer rein zweidimensionalen Ana-
lyse deutlich mehr effiziente Portfolios, weil die Schiefe als zusé&tzliches
Entscheidungskriterium in die Analyse einbezogen wird.

V. Zusammenfassung

Mo6chte man die Annahme normalverteilter Renditen im Rahmen der
Portfolioselektion aufgeben, so ergeben sich grundsitzlich zwei verschie-
dene Vorgehensweisen: Zum einen besteht die Moglichkeit, die zu unter-
suchenden hoheren Momente direkt statistisch zu erfassen und zu opti-
mieren, zum anderen kann ein alternatives Renditemodell unterstellt
werden. In dieser Arbeit wurden beide Ansétze exemplarisch vorgestellt.
Dabei erfolgte die Erweiterung unter besonderer Beriicksichtigung der
Schiefen und Koschiefen der Anlagerenditen. Entlang der drei Dimensio-
nen Erwartungsrendite, Standardabweichung und Schiefe werden dann
effiziente Porfolios bestimmt und dargestellt. Die Auswahl eines Portfo-
lios fiir einen Investor kann jedoch nur anhand der spezifischen Nutzen-
funktion erfolgen.

Neben der Schiefe der Anlagerenditen hat auch die Kurtosis der Anla-
gerenditen verstirkte Aufmerksamkeit erfahren. Wiahrend eine direkte
Erfassung und Optimierung auch der statistischen Auspriagung der Kur-
tosis sehr aufwindig ist, bietet die schiefe t-Verteilung eine Mo6glichkeit,
auch die Kurtosis der Anlagerenditen zu erfassen. Auch die schiefe ¢-Ver-
teilung kann empirisch gute Ergebnisse fiir Anlagerenditen erzielen.
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Zusammenfassung

Schiefe in der Portfolioselektion

In dieser Arbeit untersuchen wir die Einfliisse von nicht normalverteilten Anla-
gerenditen auf die Portfoliooptimierung. Dabei konzentrieren wir uns auf die Ana-
lyse hoherer Momente der Renditeverteilung und hierbei insbesondere auf die
Schiefe als drittes Moment der Verteilung. Das Vorgehen in dieser Arbeit stellt da-
mit die unmittelbare Weiterfiihrung der Mean-Variance-Selektion von Markowitz
(1952) dar. (JEL G11)

Summary

Lopsided Portfolio Selection

In this Article we have analysed the implications for portfolio optimisation of
returns on investment not distributed normally. We have focused our activities on
analysing higher moments of distribution of returns and, in particular, on lopsid-
edness as the third moment of distribution. So, the approach selected for this
article represents an immediate continuation of the mean variance selection by
Markowitz (1952).

Kredit und Kapital 2/2008




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (ECI-RGB.icc)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /DEU ()
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides true
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName <FEFF005B0048006F006800650020004100750066006C00F600730075006E0067005D>
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed true
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


