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Abhandlungen

Anwendung der Extremwerttheorie zur

Quantifizierung von Marktpreisrisiken —

Test der Relevanz anhand vergangener
Extrembelastungen von DAX und MSCI Europe

Von Michael Pohl, Berlin

I. Einleitung

Die Quantifizierung von Marktpreisrisiken in Kreditinstituten erfolgt —
analog zu den Vorgaben durch Basel II und die nationalen Umsetzungen
- weitgehend auf Basis von Value-at-Risk-(VaR-)Modellen. Beim Einsatz
entsprechender Modelle zur Berechnung von unter Risiko- wie auch Ren-
ditegesichtspunkten besonders entscheidenden Extremereignissen kann
jedoch eine falsche Risikoschiatzung erfolgen. Ursache hierfiir ist, dass
die unterstellten Verteilungsannahmen die tatséchliche Verlustverteilung
in den Réndern nicht richtig abbilden, oder im Fall historischer Simula-
tionen schlicht die nétige Datenbasis fehlt.

Einen moglichen Losungsansatz hierfiir stellen Verfahren der Extrem-
werttheorie dar. Sie wurden urspringlich fiir die Katastrophenvor-
hersage (insbesondere fiir Flut-Prognosen) entwickelt, finden jedoch
auch bereits im Bereich der Marktpreisrisikomessung Anwendung.’ Dies
unter anderem auch aufgrund der Tatsache, dass die Bank fiir Interna-
tionalen Zahlungsausgleich (BIZ) die Extremwerttheorie als einziges
Verfahren herausstellte, das in der Lage ist, in einer Stress-Test-Umge-
bung Schadenshdhe und Eintrittswahrscheinlichkeit miteinander zu ver-
kniipfen.? Festzustellen ist aber, dass extremwerttheoretische Anwen-
dungen dennoch in der Praxis flir das Tagesgeschift kaum eingesetzt
werden.?

In den letzten Jahren wurde der Einsatz extremwerttheoretischer Mo-
delle fiir zahlreiche Markte empirisch untersucht. Im Jahr 2003 haben

1 Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 3 f.; Borkovec/Kliippelberg
(2000), S. 220; Chavez-Demoulin (2004), S. 42.

2 Vgl. BIZ (2000), S. 7.

3 Vgl. Danielsson (2008), S. 326.
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Da Silva und Mendes Untersuchungen fiir zehn asiatische Aktienmarkte
durchgefiihrt. Sie kamen zum Ergebnis, dass extremwerttheoretische Mo-
dellierungen insbesondere fiir ein Konfidenzniveau von 99,9 % wesentlich
bessere VaR-Schitzungen als die Normalverteilung ergaben.* Gencay
und Selcuk untersuchten die Giite der Extremwerttheorie 2004 ebenfalls
fur zehn ,Emerging Markets“ — darunter mit Brasilien, Argentinien, Me-
xiko und der Tirkei vier aullerhalb Asiens. Bei einem Konfidenzniveau
von 99,9 % zeigten sie, dass mittels Extremwerttheorie VaR-Werte ermit-
telt werden konnten, die — auler fiir den koreanischen Markt — weniger
oft tiberschritten wurden als die Risikoschétzungen auf Basis der Stu-
dent-t-Verteilung, der Normalverteilung und der historischen Simula-
tion.” Bereits ein Jahr zuvor fiihrten sie zusammen mit Ulugiilyagci Un-
tersuchungen fiir den turkischen Aktienmarkt durch. Dabei zeigten sie,
dass die Generalisierte Paretoverteilung, als VerteilungsmaBigabe der Ex-
tremwerttheorie, bei einem Konfidenzniveau von 99,9% gegentiiber der
historischen Simulation, dem Varianz-Kovarianz-Modell, sowie dem
GARCH-Ansatz mit normalverteilten Innovationen tiiberlegen war. Fir
den GARCH-Ansatz mit student-t-verteilten Innovationen war die ex-
tremwerttheoretische Ermittlung nur tiberlegen, wenn bei dieser auf die
gesamte Datenhistorie und nicht nur auf die vergangenen 500, 1.000 oder
2.000 Handelstage zuriickgegriffen wurde.®

Ein von Fernandez im Jahr 2003 durchgefiihrter Vergleich der Extrem-
werttheorie mit einem GARCH-Modell mit normalverteilten und student-
t-verteilten Innovationen kam ebenfalls zum Ergebnis, dass die Extrem-
werttheorie in der Regel tiberlegen ist. Dabei wurden der chilenische und
der US-amerikanische Aktienmarkt sowie der Kupfer-Spotpreis und der
Wechselkurs des Chilenischen Pesos zum US-Dollar berticksichtigt.
GARCH-Modelle mit student-t-verteilten Innovationen erwiesen sich da-
bei lediglich bei nahezu gleichen Randverteilungen fiir positive und ne-
gative Renditen als gute Alternativen. Es wurden Konfidenzniveaus von
95%, 99% und 99,5 % untersucht.’

Im vorliegenden Beitrag wird zunéchst die Extremwerttheorie als mog-
liches Verfahren zur Quantifizierung von Marktpreisrisiken dargestellt.
Hierbei wird insbesondere auf die Peaks-over-Threshold-(POT-)Methode
als modernes und hiufig Anwendung findendes Verfahren der Extrem-

4 Vgl. Da Silva/Mendes (2003).

5 Vgl. Gencay/Selcuk (2004).

6 Vgl. Gencay/Selcuk/Ulugiilyagci (2003).
7 Vgl. Fernandez (2003).
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werttheorie eingegangen. Die mathematisch komplexen Zusammenhinge
werden durch ein einfaches Beispiel verdeutlicht.

Darauf basierend werden Giite und Einsatzfihigkeit der Extremwert-
theorie fiir den Deutschen Aktienindex (DAX) und als Vergleichsindex
fiir den MSCI Europe dargestellt. Der MSCI Europe wurde dabei als Ver-
gleichsindex gewé&hlt, da er an den untersuchten Stichtagen ebenfalls
Extrembelastungen aufweist, gleichzeitig aber nur zu etwa 12 % deutsche
Aktien enthilt und somit zum DAX weitgehend tiberschneidungsfrei ist.
Fir beide Indizes wird anhand der POT-Methode mithilfe einer Maxi-
mum-Likelihood-Schitzung das Risikoniveau fiir Daten mit signifikan-
ten Kursverldufen abgeleitet. Dies erfolgt auf Basis der stetigen Renditen
sowie der Residuen eines GARCH-Modells mit student-¢-verteilten Inno-
vationen. Zum anderen wird aus den tatsidchlichen Kursriickgdngen de-
ren am Vortag zu erwartende Eintrittswahrscheinlichkeit getestet und
mit den Ergebnissen der Normalverteilung, der historischen Simulation
sowie eines GARCH-Modells mit normalverteilten und eines mit student-
t-verteilten Innovationen verglichen.

In der Literatur werden hiufig Gutetests angewandt, in denen die
Uberschreitungen auf Basis von Konfidenzniveaus von maximal 99,9%
fur historische Zeitintervalle zur Validierung der Modelle herangezogen
werden. Im Gegensatz hierzu werden im vorliegenden Beitrag tatsach-
liche Belastungsfille zeitpunkt- und nicht zeitraumbezogen betrachtet.
Dadurch entstehen drei neue Einblicke. Zum einen werden durch die
teilweise groBeren Risikoh6hen und damit auch Konfidenzniveaus Unter-
schiede in den Ergebnissen der einzelnen Modelle deutlicher sichtbar.
Zum anderen wird bei einer historischen Betrachtung von Ausreiern
(also der Anzahl von Tagen, an denen der VaR iberschritten wurde) ver-
nachlissigt, dass die VaR-Messung fiir Zwecke des Risikomanagements
an jedem Handelstag ein moéglichst richtiges und somit auch nicht zu ho-
hes Risikopotenzial ausweisen sollte.® Dariiber hinaus kann durch den
gewiahlten Ansatz der Einfluss unterschiedlicher Schwellen im Rahmen
des POT-Ansatzes untersucht werden. Bei den in der bestehenden Litera-
tur géngigen Zeitreihenuntersuchungen ist dies durch das Setzen einer

Schwelle als Quantil der gesamten Datenbasis ausgeschlossen.®

8 So hat Wagner fiir den DAX anhand von Beispielrechnungen aufgezeigt, dass
GARCH-Modelle teilweise stark auf Renditeausreiler und damit Volatilitatsiande-
rungen reagieren. Vgl. Wagner (2005), S. 264. Sich daraus ergebende Fehlschitzun-
gen des Risikos gilt es zu beachten.

9 Vgl. exemplarisch zum entsprechenden Vorgehen McNeil/Frey (2000).
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II. Theoretische Grundlagen der Extremwerttheorie

Wihrend Extremwerte in gingigen Risikomodellen haufig als Ausreiler
betrachtet werden, werden in der Extremwerttheorie explizit diese Werte
untersucht und stattdessen alle Auspriagungen, die keine Extremwerte
darstellen, fiir die Risikobestimmung vernachlissigt.' Grundannahme
ist, dass bei Kenntnis der Randverteilung die Analyse tiber die Datenbasis
hinaus erweitert werden kann. So sollen Extremereignisse betrachten
werden konnen, die in diesem Ausmal noch nicht — oder zumindest nicht
innerhalb der verfiigbaren Datenbasis — vorgekommen sind.

Zur Darstellung der Extremwerttheorie werden im Folgenden ihre ma-
thematischen Grundlagen im Allgemeinen sowie die Peaks-over-Thres-
hold-(POT-)Methode - als ein Verfahren der Extremwerttheorie — vor-
gestellt. AbschlieBend wird die Parameterschitzung zur Bestimmung des
VaR dargestellt.

1. Die Konvergenz der Stichprobenmaxima
nach Fisher und Tippett

Fir die Randverteilung werden in der klassischen Extremwerttheorie
nur die groBten Werte oder die Exzedenten einer vorgegebenen Schwelle
betrachtet.!! Wihrend in der allgemeinen Statistik der zentrale Grenz-
wertsatz fundamentalen Charakter mit der Aussage besitzt, dass die Ver-
teilung des arithmetischen Mittels von unabhéingig, identisch verteilten
Zufallsvariablen mit endlicher Varianz gegen die Normalverteilung kon-
vergiert,’> nimmt die gleiche Funktion fir die Extremwerttheorie der
Satz von Fisher und Tippett'? wahr. Dieser besagt, dass die normalisier-
ten Maxima einer Folge von Zufallsvariablen, sofern sie in Verteilung ge-
gen einen Grenzwert konvergieren, nur gegen Verteilungen vom Typ Fré-
chet, Weibull oder Gumbel streben kénnen.'*

Die drei Verteilungen werden unter der sogenannten Generalisierten
Extremwertverteilung (GEV) zusammengefasst. Dabei ist die GEV wie
folgt definiert:!®

10 ygl. hierzu auch Emmer/Kliippelberg/Triistedt (1998).

11 vgl. Borkovec/Kliippelberg (2000), S. 222. Als Exzedent wird dabei ein Wert
bezeichnet, der eine vorgegebene Schwelle tiberschreitet.

12 ygl. Bleymiiller/Gehlert/Giilicher (2008), S. 78.

13 Vgl. Fisher/Tippett (1928).

14 ygl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 121 f.; Borkovec/Kliippelberg
(2000), S. 223 f.; Kellezi/Gilli (2000), S. 7; Franke/Hdrdle/Hafner (2003), S. 318.
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exp(f(l + §:c)71/£) falls £ £ 0

1) He(x) = {
exp(— exp(—x)) falls £ =0

Um festzulegen, welche Werte als Basis fiir die Bestimmung der Vertei-
lungsparameter herangezogen werden sollen, sind innerhalb der Extrem-
werttheorie im Wesentlichen zwei Gruppen von Modellen auszumachen.
Die &altere der beiden Gruppen sind die Block-Maxima-Modelle. Thre
Grundidee liegt darin, die verfiigbaren zeitlich aufeinanderfolgenden
Ausgangsdaten in Blocke gleicher Lange aufzuteilen, um aus den Maxi-
malwerten der jeweiligen Blocke die Parameter der GEV zu schétzen.
Probleme ergeben sich dabei vor allem hinsichtlich der Festlegung der
Blocklangen. Die zweite, neuere Gruppe auf Basis der POT-Methode
wird im Folgenden eingehender dargestellt, da auf ihrer Basis auch die
empirische Untersuchung durchgefiihrt wird. Wie noch gezeigt wird, ist
jedoch auch sie mit Problemen hinsichtlich der Schwellenbestimmung
verbunden.

2. Die Peaks-over-Threshold-(POT-)Methode

Die POT-Methode berticksichtigt zur Verteilungsbestimmung nur die
Werte, die innerhalb des gesamten Beobachtungszeitraums eine vorgege-
bene Schwelle (u) Uberschreiten. Alle Werte, die diese Schwelle tiber-
schreiten, werden als Exzedenten und das AusmaB der jeweiligen Uber-
schreitung als Exzess bezeichnet. Vereinfachend werden dabei im
Folgenden die negativen Renditen in ihrem Betrag betrachtet. Eine Uber-
schreitung der Schwelle bedeutet damit eine stirker negative Rendite.

Zur Verdeutlichung der Grundidee wird im Laufe der Ausfiihrungen
auf das Beispiel in Abb. 1 Bezug genommen.

Um eine Grenzwertaussage iiber den Punktprozess'® der Uberschrei-
tungen treffen zu konnen, muss die Anzahl der Beobachtungen (n) gegen
unendlich streben und gleichzeitig v zunehmend hoher gesetzt werden.
Sofern die Daten voneinander unabhéngig und gleichverteilt sind, ist die
Anzahl der Beobachtungen, welche u tberschreiten, binominalverteilt
mit den Parametern n und P(X; > u)."”

15 Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 152.
16 Zu den Grundlagen von Punktprozessen vgl. bspw. Cox/Isham (1980).
17 Vgl. hierzu und im Folgenden Borkovec/Kliippelberg (2000), S. 226.
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Abbildung 1: Exemplarische Kursrenditen (X,) im Zeitablauf'®

Wenn

2) lim nP(X; > u) = 7 € (0,0),

n—oo

mit: 7 = Anzahl der Beobachtungen

P = Verteilung der X;

u = Schwelle

7 = Parameter der Poissonverteilung
so konvergiert nach dem Satz von Poisson'® die Verteilung der Anzahl
Beobachtungen, welche w iiberschreiten, gegen eine Poissonverteilung
mit dem Parameter 7. Geht man wie im vorgestellten Beispiel von einer
zeitlichen Betrachtung aus, so wird mit zunehmendem n die Zeitspanne
immer grofer und mit zunehmendem u die Anzahl der Exzesse pro Zeit-
raum (z. B. ein Jahr) immer geringer. Normiert man das gesamte Zeit-
intervall jedoch auf das Intervall [0,1], so wird ein Exzedent X; nicht
mehr bei ¢, sondern bei i/n abgetragen. Davon ausgehend, kann man den
sogenannten zeitnormierten Punktprozess der Exzedenten bestimmen,
welcher die Anzahl der Exzedenten (n,) in Abhingigkeit der Schwelle u
abbildet:?°

(3) ny,=card{i:i=1,..,n,X; > u}
mit:  card = Anzahl auf Basis kardinaler Grundzahlen

18 Eigene Darstellung in Anlehnung an Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003),
S. 353; Borkovec/Kliippelberg (2000), S. 225; Kéllezi/Gilli (2000).

19 Vgl. Poisson (1837); Bleymiiller/Gehlert/Giilicher (2008), S. 55 f.

20 Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 220 ff.
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Wird beispielsweise in Abb. 1 die Schwelle u bei -2 % festgelegt, exis-
tieren drei Beobachtungen (X;), die diese Schwelle tiberschreiten, womit
n_sy folglich gleich drei wire. Es besteht damit die Moglichkeit, eine
dem Grundmodell des VaR entsprechende Bestimmung des Sicherheits-
niveaus — respektive eine Verkniipfung von Risikohshe und Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit — vornehmen zu kénnen.

In der Extremwerttheorie interessiert jedoch vornehmlich nicht, wie
viele Ereignisse oberhalb der Schwelle auftreten, da die Schwelle ledig-
lich ein Mittel zum Zweck ist, aber keine ZielgroBe darstellt. Ziel ist es
vielmehr, zu bestimmen, wie hoch die jeweiligen Exzesse und aus diesen
abgeleitet der mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit maximal zu erwar-
tende Exzess ist. Der Exzess Y; als Betrag der Uberschreitung der
Schwelle berechnet sich aus der Differenz zwischen X; und w. Die Vertei-
lungsfunktion F,(y) der Exzesse ist dabei - abgeleitet aus der Vertei-
lungsfunktion F der Zufallsvariable X — wie folgt definiert:*!

1-Flu+y)

4) Fu(y):P{X>u+y‘X>u}:17 1-Flw)

y>0

In Formel 2 kann der Parameter 7 gleich dem negativen natiirlichen
Logarithmus der GEV gesetzt (t = —In H¢(y)) (vgl. Formel 1) werden und
die Schwelle als lineare Funktion definiert werden. Damit kann gezeigt
werden, dass es eine positive Funktion a(u) gibt, sodass fir 1+ &y > 0,
unter der Voraussetzung, dass die Verteilung flir u — co konvergiert,
gilt:?

. X—u [ (Q+ey)™ fallse#0
() ulglgcp{ a(u) -y ’X ~ u} N { e falls £ = 0

Der Gestaltparameter ¢ ist somit von der Hohe der Exzesse (X —u) in
Relation zur Funktion a(u) abhingig und vice versa. Fir alle ¢ € R folgt
aus den Theoremen von Balkema und de Haan sowie Pickands,?® dass die
GPV (Formel 6) eine gute Approximation der Verteilung der Exzesse dar-
stellt:**

21 Vgl. Kéllezi/Gilli (2000), S. 8.

22 Fir die ausfiihrliche Herleitung vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003),
S. 160; Borkovec/Kliippelberg (2000), S. 226, sowie die hierin zitierten Quellen.

23 Vgl. Balkema/de Haan (1974); Pickands (1975).

24 Vgl. Borkovec/Kliippelberg (2000), S. 226; Kéllezi/Gilli (2000), S. 9.
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-1/¢
$y
1—<1+—> falls £ #0
(6) Ge p(y) = B , B>0, 0<y < (Tmax —u)

1—elv/P falls £ = 0
mit: G = Generalisierte Paretoverteilung
B = Skalenparameter®

Tmax = 8roBte Ausprigung der Zufallsvariable X

Die GPV kann somit als die Limitfunktion der um g skalierten Exzesse
betrachtet werden. Fiir das Beispiel aus Abb. 1 miisste die GPV also etwa
den Riickschluss liefern, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 66,7 %
ein Exzess von 0,6 % nicht iiberschritten wird.2®

In der Folge kann zur Bestimmung der Verteilungsfunktion der Daten,
welche die Schwelle tiberschreiten, Formel 4 nach F(u + y), was F(x) ent-

spricht, aufgelost und die Tailverteilung der Exzesse (F,) durch die GPV
ersetzt werden:

() F(z) =1 -Fw)]- Geply) + Fu), y=x—u

Eine entscheidende Komponente zur Bestimmung des Verteilungstyps
der Tailverteilung und damit der Schwelle sowie der Ableitung des
Gestaltparameters liefert der Verlauf der Exzessmittelwertfunktion
(EMF). Die EMF ist dabei als der Erwartungswert aller Exzesse de-
finiert.?” Fur das Beispiel aus Abb. 1 ergibe sich entsprechend bei
einer Schwelle von -2% ein empirischer Exzessmittelwert von 0,33 %
[(0,1% +0,6% +1,8%)/3].

Sinnvoll ist es hierbei jedoch, die EMF nur fir Schwellen zu berech-
nen, an welchen ein Beobachtungswert wegfallt. Fiihrt man dies fiir das
vorliegende vereinfachte Beispiel durch, so ergeben sich die in Abb. 2
dargestellten Funktionswerte.

Berechnet man die EMF alternativ tiber die GPV, so ergibt sich der Er-
wartungswert {iber das Integral der Grenzfunktion als:*®

25 Der Skalenparameter entspricht in Ubertragung auf das Modell der Normal-
verteilung der Standardabweichung.

26 Im Beispiel aus Abb. 1 wird eine negative Rendite von —2,6 % (X;) und somit
ein Exzess von 0,6 % nur in einem Fall (durch X;;) tiberschritten.

27 Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 161.

28 Vgl. hierzu Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 162, sowie den zuge-
horigen Beweis S. 165 f.

Kredit und Kapital 2/2011



Anwendung der Extremwerttheorie — Test der Relevanz 251

Mittelwert der Exzesse
1,60 % -
1,40 % - *

1,20 % A o -
1,00 % A
0,80 %
0,60 % A
0,40 % 1
0,20 % A Schwelle

0,00 % (als negative
0,00 % 1,00 % 2,00 % 3,00 % 4,00 % Kursrendite)

Abbildung 2: Beispiel der EMF anhand exemplarischer stetiger Renditen

(8) e(u):E(X—u|X>u):'BIr+.€u mit f+&-u>0

mit:  e(u) = Erwartungswert der Exzesse in Abhangigkeit der Schwelle

Wie aus Formel 8 ersichtlich wird, kann aus der EMF bei bekanntem £
folglich der Gestaltparameter abgeleitet werden. Ebenso kann im Fall
einer horizontalen EMF darauf geschlossen werden, dass EWgy,esse = 3, da
¢ in diesem Fall gleich null sein muss. Im Fall einer fallenden EMF muss
£ <0 gelten, da der Zéahler des Quotienten dann mit zunehmender
Schwelle abnimmt. Entsprechend muss fiir eine steigende EMF ¢ > 0 sein.

Da der Gestaltparameter ein Substitutionsfaktor der Verteilungs-
parameter der Exremwertfunktionen ist,>® kann vom Verlauf der EMF
schliefflich noch auf die vorliegende Verteilungsfunktion geschlossen
werden. Dabei weisen schwach ausgepréigte Extremwertverteilungen ei-
nen Funktionsverlauf der EMF auf, der mit zunehmender Schwelle ab-
nimmt, wohingegen die EMF der Exponentialfunktion eine horizontale
Linie darstellt. Verteilungen mit ausgepriagten Verteilungsenden, wie die
Paretoverteilung, weisen hingegen einen mit steigender Schwelle zuneh-
menden Exzessmittelwert auf. Im vorliegenden Beispiel wiirde somit ab
einem Schwellenwert von 1,4 eine Extremwertverteilung mit leicht aus-
geprigten Enden vorliegen (vgl. Abb. 2).

29 Vgl. Formel 1. Zu einer ausfiihrlichen Zuordnung von Verteilungen zu den
Verteilungstypen Fréchet, Gumbel und Weibull vgl. bspw. Embrechts/Kliippelberg/
Mikosch (2003), S. 153 ff.
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Hieraus lasst sich des Weiteren auch eine Grundregel zur Bestimmung
der Schwelle ableiten. So sollte die EMF rechts der Schwelle méglichst
linear wachsen.?® Damit wird sichergestellt, dass die Schwelle so gewihlt
wurde, dass sie sich im Bereich der Extremfunktion (mit moglichst aus-
geprigter Randverteilung) und nicht mehr im Mittelbereich der Vertei-
lung befindet. Ein Problem besteht darin, dass bei Verwendung realer
Daten nur selten optimale Funktionsverldufe der EMF vorkommen.

Problemverstiarkend kommt noch ein existierender Trade-off hinzu. Ei-
nerseits muss eine ausreichende Anzahl an Beobachtungen jenseits der
Schwelle vorliegen, um ¢ und beta der GPV zu schitzen. Andererseits
darf die Schwelle aber auch nicht zu tief angesetzt werden, um keinen
systematischen Fehler zu begehen, der die Grundannahmen der GPV ver-
letzt.3! Dies fithrt dazu, dass hiufig mehrere Schwellen gewihlt und die
resultierenden RisikogroBen gegeneinander abgewogen werden.??

3. Die Parameterschdtzung zur Bestimmung des VaR

Im Rahmen der Parameterschétzung sind der Gestaltparameter, der
Skalenparameter und die Verteilungsfunktion der Schwelle zu bestim-
men, um im Anschluss daran das Risikopotenzial quantifizieren zu kon-
nen.

Fir die Verteilungsfunktion der Schwelle bietet es sich an, auf die his-
torische Simulation zuriickzugreifen. Sie ist somit durch die Zahl der un-
terhalb der Schwelle liegenden Beobachtungen (n —n,) in Relation zur
Gesamtzahl der Beobachtungen (n) zu ermitteln.*®> Dabei wird die his-
torische Simulation jedoch nicht zur Abbildung der Exzessverteilung
eingesetzt, da fiir jenen Bereich zu wenige Ereignisse vorliegen. Hingegen
unterstellt man, dass sie im Bereich der Schwelle noch hinreichend ge-
naue Wahrscheinlichkeitsaussagen liefert. Setzt man das Ergebnis der
historischen Simulation fiir die Verteilungsfunktion der Schwelle in For-
mel 7 ein, so ergibt sich:

9) Fz) - (1 -t ;“) G ply) +

30 Vgl. Borkovec/Kliippelberg (2000), S. 228.

31 In der Extremwerttheorie wird auch vom Bias-Varianz-Trade-off gesprochen.
Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 341 ff.

32 Vgl. bspw. das Vorgehen von McNeil (1997); Kéllezi/Gilli (2000).

33 Vgl. McNeil (1999), S. 99.
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Fir das vorliegende Beispiel resultiert fiir die Verteilung der Exzesse
bei einer Schwelle der negativen Kursrendite von 2 % somit:

. 15-3 15-3
F(.’L’) =11- 15 . G{./}(y) + 15

Schwieriger gestaltet sich die Schéatzung des Gestaltparameters und
des Skalenparameters. Fiir ihre Bestimmung besteht die Moglichkeit der

semiparametrischen und die der parametrischen Ermittlung.

Die semiparametrischen Ansétze bauen nicht explizit auf der festgeleg-
ten Schwelle und damit der POT-Methode auf, sondern verfolgen ledig-
lich das Ziel einer Minimierung der Varianz des Schétzers des Gestalt-
parameters. Den Skalenparameter errechnen die semiparametrischen An-
satze hierbei als die Varianz der Exzesse:

(10) B = Var(x — ulx > u)
mit: B = Schétzer des Skalenparameters

Die am hiufigsten in der Literatur Anwendung findenden semiparame-
trischen Ansitze zur Ableitung des Gestaltparameters sind der Hill-
Schéatzer, der Pickands-Schitzer sowie der Dekkers-Einmahl-de-Haan-
Schitzer.®* Welcher semiparametrische Schitzer das beste Ergebnis im
Sinne einer minimierten Varianz liefert, hédngt, wie zahlreiche Vergleiche
zeigen, vom jeweiligen Fall ab.?’ Thnen allen liegt jedoch das Problem
der getrennten Ermittlung des Gestalt- und des Skalenparameters zu-
grunde. Aufgrund der formelbasierten Bestimmung des Gestaltparame-
ters bieten sie aber die Moglichkeit, direkt die Verdnderungen des Schét-
zers durch Schwellendnderungen in einem Diagramm abzutragen. Dieses
fiur den Hill-Schétzer auch als Hill-Plot bezeichnete Diagramm stellt ne-
ben der EMF ein zweites Instrument zur Bestimmung der Schwelle dar.
Hierbei bestimmt man jenen Punkt als Schwelle, ab welchem sich der
Gestaltparameter bei einer weiteren Erhoéhung der Schwelle moglichst
nicht mehr verandert.3®

34 Vgl. Beirlant/Teugels/Vynckier (1996); Embrechts/Kliippelberg/Mikosch
(2003), S. 327 ff.

35 Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 342 ff., sowie die hierin zi-
tierten Quellen. Zu unterschiedlichen Ergebnissen bei Verwendung des Hill-Schat-
zers mittels alternativer Ansédtze anhand deutscher Aktien wvgl. Lux (2000),
S. 646 ff.

36 Vgl. Gencay/Selcuk/Ulugiilyagci (2001), S. 218 ff. Alternativ zum im vorlie-
genden Fall gewé&hlten Vorgehen, die Anzahl der Beobachtungen, die die Schwelle
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Ein alternatives Vorgehen zu den semiparametrischen Ansétzen be-
schreiben die parametrischen Ansétze mittels der GPV. Diese werden von
einigen Autoren als gleichwertig,®” von anderen jedoch als klar iiberlegen
gegeniliber den semiparametrischen Ansétzen — im Speziellen gegeniiber
dem Hill-Schatzer — bewertet.?® Aus diesem Grund wird in den weiteren
Betrachtungen der Fokus auf den parametrischen Schéitzern liegen. Die
bekanntesten parametrischen Schétzer sind hierbei die Maximum-Likeli-
hood-(ML-)Schéatzung sowie die Schitzung mittels der Methode der
wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente.?® Die Methode der wahr-
scheinlichkeitsgewichteten Momente wurde von Hosking, Wallis und
Wood*® maBgebend fiir die Extremwerttheorie gepragt. Sie liefert gegen-
uber der ML-Schéitzung in einigen empirischen Untersuchungen bessere
Ergebnisse. Es muss sich dabei jedoch um kleine Stichproben unter 100
Werten und Gestaltparameter im Bereich von null bis 0,4 handeln.** Da-
riber hinaus besitzt die ML-Methode den Vorteil, einfach an Trends und
andere Effekte angepasst werden zu konnen.*?

Ziel der ML-Schitzung ist es, £ und 8 so zu bestimmen, dass die Like-
lihood-Funktion maximiert wird. Aus rechentechnischen Griinden wird
dazu meist auf die logarithmierte Likelihood-Funktion zurtickgegriffen,
welche eine streng monotone Transformation darstellt und folglich die
gleichen Extrema aufweist. Da die Ableitungen der Log-Likelihood-
Funktion jedoch keine explizite Losung aufweisen, scheidet eine analyti-
sche Berechnung aus. Man ist daher auf eine numerische Losung — bei-
spielsweise mithilfe eines entsprechenden EDV-Programms - ange-
wiesen.*?

Zur Bestimmung der Risikohohe — im vorliegenden Fall also des maxi-
malen Kursrickgangs — gilt es, abschlieBend in Formel 9 die GPV gemil
Formel 6 einzusetzen und die resultierende Verteilungsfunktion dem ge-

iiberschreiten, gegen ¢ zu plotten, kann dies fiir den Hill-Plot auch gegen ¢! er-
folgen (vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 330 ff.).

37 Vgl. bspw. McNeil (1999), S. 95 ff.

38 vgl. bspw. Franke/Hdrdle/Hafner (2003), S. 335.

39 Vgl. Bleymiiller/Gehlert/Giilicher (2008), S. 98.

40 Vgl. Hosking/Wallis/Wood (1985).

41 Vgl. Hosking/Wallis/Wood (1985), S. 259; Hosking/Wallis (1987). Die Giite der
Schatzung wurde hierbei tiber den Root Mean Square Error bestimmt, wobei an-
zumerken ist, dass es auf dieser Basis keinen besten Schétzer schlechthin geben
kann. Vgl. Toutenburg (2005), S. 111.

42 vgl. Smith (1990), S. 453.

43 ygl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (2003), S. 318; Gencay/Selcuk/Ulugiily-
agci (2001) S. 231 £.
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winschten Konfidenzniveau (q) gleichzusetzen. Lost man die sich erge-
bende Gleichung mittels Inversion nach der Risikoh6he x, auf, so ergibt
sich:**

3 ¢
(11) fq—u+§<<Z(l—q)> —1> — VaR,

Unter der Annahme, die Zufallsvariable X bestiinde aus Kursrenditen,
entspricht hierbei die Ausprigung x, dem VaR, als relative Kursande-
rung.

III. Empirische Untersuchung der Giite und Einsatzfihigkeit
der POT-Methode

1. Datengrundlage und Untersuchungszeitpunkte

Zum Test der Glite des Einsatzes der vorgestellten extremwerttheoreti-
schen VaR-Ermittlung wird die POT-Methode auf den DAX und den
MSCI Europe retrospektiv angewandt. Als exemplarische Extrembelas-
tungstage der jingeren Vergangenheit werden dabei der 11.9.01 (An-
schlag auf das World Trade Center), der 21.1.08 (groBter relativer Wert-
riickgang des DAX von Beginn der aktuellen Finanzmarktkrise bis zum
30.9.09) und der 16.10.08 (hochste implizite Standardabweichung gemil
VDAX*®) herangezogen. Damit sind zwei Handelstage wihrend der Sub-
prime-Krise enthalten — wobei der 16.10.08 einen Zeitpunkt hochster Ri-
sikoaversion abbildet — und demgegeniiber mit dem 11.9.01 ein Kurs-
riickgang, der nicht Teil einer sich sukzessive aufbauenden Krise war,
sondern plotzlich eingetreten ist.

Die den Berechnungen zugrunde gelegten Indexstiande sind jeweils die
Endstidnde eines jeden Handelstages gemdfl Thomson Financial. Fiir den
DAX liegt hierbei eine Datenhistorie ab dem 1.1.1965 und fir den MSCI
Europe ab dem 1.1.1980 vor.*® Als Risikofaktor der VaR-Ermittlung wer-
den die logarithmierten Renditen definiert, da diese gegentiiber den dis-

4 Vgl. Borkovec/Kliippelberg (2000), S. 228. Der Value at Risk wird im Folgen-
den, da er per Definition als VerlustgréBe zu verstehen ist, ohne negatives Vorzei-
chen notiert.

4 Zum VDAX als MaB der impliziten Volatilitit, welcher {iber Eurex-Optionen
ermittelt wird, vgl. bspw. Deutsche Borse (2007).

46 Fiir den 1.1.1970 bis zum 1.1.1980 existieren fiir den MSCI Europe nur
monatliche Werte, welche fir die vorliegende Betrachtung nicht genutzt werden
konnen.

Kredit und Kapital 2/2011



256 Michael Pohl

kreten Renditen durch die gegebene Symmetrie*” bereits definitorisch
eher der Normalverteilungsannahme entsprechen.

Problematisch bleibt jedoch, dass die Ermittlung des VaR mittels vor-
gestelltem POT-Ansatz grundsatzlich auf unabhéngige und unkorrelierte
Beobachtungen beschrankt ist. Da dies fiir Kursreihen — so auch im vor-
liegenden Fall — nicht gegeben ist, werden in der Literatur insbesondere
zwei mogliche Losungen vorgeschlagen. Einerseits kann der sogenannte
extreme Index eingefiihrt werden, womit sich der unconditional VaR er-
gibt. Durch den extremen Index werden explizit Volatilitdtscluster be-
riicksichtigt. Seine Ermittlung unterliegt jedoch Schitzungenauigkeiten
und ist in hohem MaBe von der gewihlten Schwelle abhingig.*® Dabei
liegt der unconditional VaR fiir hohe Konfidenzniveaus regelmafig tiber
dem unkorrigierten Ergebnis.*® Andererseits kann der Ansatz des soge-
nannten conditional oder dynamic VaR gewéhlt werden. Dabei wird an
die Renditezeitreihe ein GARCH-Modell angepasst und die geschitzten
standardisierten Residuen werden als Basis der Parameterschitzung der
Extremwerttheorie herangezogen.’® Fiir sie ist die Forderung nach Unab-
hiangigkeit und Unkorreliertheit wesentlich besser gegeben. Als Vergleich
zum Basisansatz wird daher im Folgenden der auf Grundlage der stan-
dardisierten Residuen eines GARCH(1,1)-Modells mit student-t-verteilten
Innovationen ermittelte VaR ausgewiesen.

Die Bestimmung des VaR erfolgt jeweils auf Basis der gesamten his-
torischen Datenbasis und auf Basis einer Historie von 1.000 Handels-
tagen. Durch die Verwendung der verkiirzten Historie kann auch die
Glte der Risikoschatzung bei beschrankt verfiigbaren historischen Daten
uberprift werden. Die Verkiirzung der Historie erfolgte dabei auf 1.000
Handelstage, da dies — gemaB allgemeiner Meinung -*' die Untergrenze
fur extremwerttheoretische Ansitze darstellen sollte.

47 Logarithmierte Renditen kénnen im Bereich von minus unendlich bis plus
unendlich liegen, wohingegen diskrete Renditen von unter minus 100 % fiir Aktien
per se ausgeschlossen sind.

48 Hinsichtlich Anwendung und kritischer Wiirdigung vgl. Bordin/Kliippelberg
(2008), S. 681 ff.; Borkovec/Kliippelberg (2000), S. 231 ff.

49 Vgl. bspw. Da Silva/Mendes (2003), S. 36; Borkovec/Kliippelberg (2000),
S. 240 f.

50 vgl. Bordin/Kliippelberg (2008), S. 681 ff.; McNeil/Frey (2000), S. 277 ff.

51 Vgl. bspw. Danielsson/Morimoto (2000), S. 40, und die darin zitierten Quel-
len.
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2. Ermittlung des VaR zu den Untersuchungszeitpunkten
mittels der POT-Methode

Zur Ermittlung des VaR mittels der POT-Methode ist in einem ersten
Schritt die Schwelle festzulegen, auf deren Basis die Auswahl der Werte
erfolgt, welche zur Funktionsbestimmung herangezogen werden. Wie
dargelegt, kann hierbei auf die EMF und den Hill-Plot zuriickgegriffen
werden. Nimmt man zur Schwellenbestimmung die EMF zur Hilfe, so
sollte diese rechts der Schwelle moglichst wachsen. Im Fall des Hill-Plots
ist die Schwelle so zu wéhlen, dass bei einer Erhohung der Schwelle nur
noch geringe Verdnderungen des Gestaltparameters erfolgen. Eine zu-
sammenfassende Darstellung der auf Basis der Anhédnge 1 bis 6 ermittel-
ten Mindestschwellen fiir den DAX gibt Tabelle 1. Fiir den MSCI Europe
ist die analog ermittelte Tabelle in Anhang 7 wiedergegeben.

Tabelle 1
Mindestschwellen gemifi EMF und Hill-Plot fiir den DAX

Mindestschwelle
Datum 11.9.01 21.1.08 16.10.08
Datenhistorie 1.000 9.177 1.000 10.792 1.000 10.982
EMF -2,25% -0,75% 52 -0,5% -1,5% -0,65 %
Hill-Plot -1,5% -1,0% -1,75% -1,5% -1,5% -1,25%

Untersucht man die Daten eingehend, fillt fir beide Indizes auf, dass
bei einer groBeren Datengesamtheit bereits ab Schwellen, die dichter bei
0% liegen, ein stabiler Gestaltparameter geschitzt werden kann. Darti-
ber hinaus ist die Mindestschwelle im Zeitablauf keineswegs konstant —
ein Umstand, der bei empirischen Zeitreihenuntersuchungen durch das
Setzen einer festen Schwelle fiir die gesamte Zeitreihe meist vernachlis-
sigt wird.

In einem zweiten Schritt sind der Gestalt- und der Skalenparamter in
Abhingigkeit von der gewidhlten Schwelle zu schitzen, um darauf auf-
bauend den VaR zu ermitteln. Dies erfolgte im vorliegenden Fall mithilfe

52 Aufgrund der fallenden EMF muss festgestellt werden, dass es sich um eine
Verteilung mit wenig ausgeprégten Verteilungsenden handelt (vgl. Anhang 2). Eine
Schwellenbestimmung auf Basis der EMF scheidet hier somit aus.
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der Funktion gpd aus dem Softwarepaket EVIM fiir MATLAB®.?® Hierbei
wurde, ausgehend von den ermittelten Mindestschwellen, die Schwelle in
ihrem Betrag sukzessive erhéht, um die Stabilitdt des geschitzten VaR
bei alternativen Schwellenwerten zu untersuchen. In Tabelle 2 sind fur
den DAX die anhand der alternativen Schwellen geschitzten Gestalt-
und Skalenparameter dargestellt und der fiir ein Konfidenzniveau von
99 % sowie 99,9 % resultierende VaR ermittelt.

Dartiber hinaus wurde die auf Basis der jeweiligen Verteilung ge-
schitzte Wahrscheinlichkeit (qiny), dass der tatsdchlich eingetretene In-
dexriickgang nicht iiberschritten wiirde, ermittelt.”* Es handelt sich so-
mit um ein riickgerechnetes Konfidenzniveau. Aus Veranschaulichungs-
griinden wurde des Weiteren abgeleitet, innerhalb welcher Zeitspanne in
Jahren® ein entsprechendes Ereignis im Erwartungswert einmal eintre-
ten oder tberschritten wiirde (d;). Fir den MSCI Europe sind die ent-
sprechend ermittelten VaRgg 9o, und d; in Anhang 8 dargestellt.

Wie deutlich wird, schwanken die ermittelten Werte abhéngig von der
gewidhlten Schwelle sowie der zugrunde liegenden Datenhistorie teils
markant. Den unterschiedlichen Risikoausweis betreffend wird hierbei
sichtbar, dass sich insbesondere fiir hohe Konfidenzniveaus erhebliche
Unterschiede ergeben. Fir den Fall der Datenhistorie von 1.000 Beob-
achtungen am 11.9.01 kann hinsichtlich der massiven Abweichungen der
Ergebnisse bei den Schwellen von -1,5% und -2,0% fiir den DAX noch
vorgebracht werden, dass die Schwellenwerte auch nicht durch den Ver-
lauf der EMF gedeckt sind (vgl. Tabelle 1). Hingegen muss fir dasselbe
Datum im Fall der gesamten Datenhistorie konstatiert werden, dass ein
erheblicher Unterschied besteht, ob die Risikomessung zum Ergebnis
kommt, dass ein Verlust von 8,8% innerhalb eines Tages nur alle
27,87 Jahre oder alle 11,75 Jahre einmal eintritt.

Wie bei der Schwellenbestimmung tiber den Verlauf der EMF mit der
Datenhistorie von 1.000 Handelstagen fiir den 21.1.08 bei beiden Indizes
bereits festgestellt wurde, kommt die POT-Methode hier zum Ergebnis,
dass die Verteilung der stetigen Indexverinderungen des DAX wenig
ausgeprigte Verteilungsenden aufweist. Entsprechend wird einem Kurs-
riickgang von -7,4% oder mehr fiir den DAX und -6,1% oder mehr fur

53 Vgl. Gencay/Selcuk/Ulugiilyagci (2001), S. 231 f.

5 Fir den 11.9.01 lag der Indexriickgang des DAX bei -8,8 %, fiir den 21.1.08
bei 7,4 % und fiir den 16.10.08 bei -5,0%.

% Unterstellt wurden hierbei 250 Handelstage pro Jahr.
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Tabelle 2

Ermittlung des VaR iiber geschitzte Gestalt- und Skalenparameter
unterschiedlicher Schwellen

Datum n u " p é VaRggo, VaRgg g9 Ginv d;

-150% 157  0,0102 0,0163 4,4%  69% 099981970 22,18
-2,00% 102  0,0085 0,1163 4,3%  72% 0,99964379 11,23
1.000 -225% 80  0,0075 02112 42%  7,7% 0,99943421 17,07
-250% 59 0,0080 02012 42% 76% 0,99947378 7,60
-3,00% 35  0,0087 10,1894 42% 74% 0,99953065 8,52

11.9.01
-1,00% 1.199 0,0061 0,1688 3,0% 56% 0,99985647 27,87
-1,50% 580  0,0061 10,2281 29%  57% 0,99980322 20,33
9177 -2,00% 272 0,0073 0,2364 29%  5,8% 0,99978447 18,56
-2,50% 153  0,0059 10,4538 2,8%  5,9% 0,99965949 11,75
-3,00% 76 0,0080 10,4569 2,9%  5,.8% 0,99966207 11,84
-1,75% 41 0,0062 -0,2093 2,5%  3,4% 1,0 -
-2,00% 25 0,0071 -0,3590 2,6%  3,4% 1,0 -
1000 -2,50% 10 0,0126 -1,2367 25% 3,5% 1,0 -
-3,00% 3 0,0117 -2,2595  -°° 3,5% 1,0 -
21.1.08
-1,00% 1.519 0,0067 10,1770 3,3%  6,3% 0,99947544 7,63
-1,50% 1778  0,0069 10,2306 3,2%  6,5% 0,99935935 6,24
10.792 -2,00% 391  0,0087 0,1881 3,3%  6,5% 0,99940709 6,74
-2,50% 234 0,0082 02929 32%  6,6% 099931446 5,83
-3,00% 129  0,0117 10,1541 3,2%  6,5% 0,99938454 6,50
-1,50% 78 0,0064 10,3488 3,4%  8,1% 0,99634240 1,09
-2,00% 39 0,0068 10,4951 3,3%  9,1% 0,99624086 1,06
1000 -2,50% 19 0,0120 0,3428 3,4%  8,6% 0,99605556 1,01
-3,00% 11 0,0802 -1,8087 3,7%  7,4% 0,99210439 0,51
16.10.08

-1,00% 1.570 0,0068 0,1870 3,4%  6,6% 0,99729528 148
-150% 812  0,0070 02474 3,3%  69% 0,99714562 1,40
10.982 -2,00% 412 0,0088 0,2045 3,3%  67% 099717591 1,41
-250% 248  0,0084 0,3098 3,3%  6,9% 099725951 1,45
-3,00% 138 00130 10,1144 3,3%  68% 0,99695387 1,31

56 Aufgrund des negativen Gestaltparameters in Verbindung mit der geringen
Exzedentenanzahl resultiert ein negativer VaR (-4,35%), der als Ergebnis ange-
sichts der Ausgangsdaten als nicht sinnvoll auszuschliefen ist.
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den MSCI Europe eine Eintrittswahrscheinlichkeit von null zugeordnet.®”
d; ist entsprechend nicht ermittelbar und strebt gegen unendlich.

Insgesamt ist festzustellen, dass die Schwellenbestimmung weniger ein
Problem fiir Konfidenzniveaus von 99% als fiir extrem hohe Konfidenz-
niveaus darstellt. So wird in Tabelle 2 fiir das Konfidenzniveau von
99,9% - unabhingig vom gewihlten Index — bereits eine deutliche Va-
rianz des Risikoausweises bei unterschiedlicher Schwellenwahl sichtbar.
Aber gerade fiir jene seltenen Ereignisse soll die Extremwerttheorie ein-
gesetzt werden. Seitens zahlreicher Autoren besteht in diesem Zusam-
menhang der bereits erwidhnte Vorschlag, die Ergebnisse mehrerer
Schwellen zu mitteln, um somit zu einem valideren Schétzer zu gelan-
gen.’® Das entsprechende Vorgehen wird im folgenden Vergleich mit Er-
gebnissen anderer Schiatzmethoden Anwendung finden.

Des Weiteren besteht in den gravierenden Unterschieden des Risiko-
ausweises bei unterschiedlicher Datenhistorie ein Problem der extrem-
werttheoretischen Risikomessung. Insbesondere sind hier die deutlichen
Unterschiede im Risikoausweis bei einem Konfidenzniveau von 99,9%
fur eine Datenhistorie von 1.000 Handelstagen gegeniiber der gesamten
Datenbasis am 21.1.08 (in Form des deutlich tieferen Risikoausweises)
und am 16.10.08 (in Form des deutlich hoheren Risikoausweises) zu be-
achten.

3. Vergleich der Ergebnisse mit alternativen Risikomessverfahren

Ungeachtet der Ergebnisschwankung der vorgestellten extremwert-
theoretischen Risikomessung bei alternativen Schwellen stellt sich die
Frage, wie gut die Ergebnisse im vorliegenden Beispiel gegeniiber alter-
nativen Ansdtzen abschneiden. Hierfiir wurden der VaRggo,, der
VaRgg 99, das riickgerechnete Konfidenzniveau gi,, sowie die Zeitspanne
in Jahren, in welcher ein Ereignis der zugrunde gelegten Risikohohe im
Erwartungswert einmal eintritt oder iiberschritten wird (d;)°°, den Er-
gebnissen alternativer Ansitze gegeniibergestellt. Als alternative Ansitze

5T Das Ergebnis fiir einen Schwellenwert von -3,0% fiir den MSCI kann dabei
vernachléssigt werden, da hier die durchgefiihrte Verteilungsbestimmung auf Basis
von nur drei Exzedenten nicht sinnvoll erscheint.

58 Vgl. bspw. das Vorgehen von McNeil (1997); Kéllezi/Gilli (2000).

59 Fir kleine Werte wurde dy in Tage (T) umgerechnet. Zugrunde gelegt wurden
250 Handelstage pro Jahr. Die Ermittlung erfolgte dabei auf Basis des ungerunde-
ten dy. Fir Fille, in denen das Modell bereits bei einem tieferen Kursriickgang zu
einem Konfidenzniveau von 100 % gelangt, wurde kein Wert angegeben.
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haben dabei die VaR-Ermittlung auf Basis der Standardnormalvertei-
lung,%° die historische Simulation®! sowie das GARCH-Modell mit nor-
malverteilten sowie mit t-verteilten Innovationen®® Anwendung gefun-
den. Des Weiteren wurde der VaR mittels POT-Methode auf Grundlage
der standardisierten Residuen des GARCH-Modells mit student-
t-verteilten Innovationen ermittelt. Hierbei stellen die angegebenen Er-
gebnisse wiederum das arithmetische Mittel tiber alternative Schwellen
dar. Als Schwellenwerte fanden die jeweiligen Werte aus Tabelle 2 und
Anhang 8 Anwendung, welche durch die entsprechenden Hill-Plots und
Exzessmittelwertfunktionen bestédtigt wurden.

Die Risikoermittlung erfolgte vor dem Hintergrund der Ergebnisver-
gleichbarkeit fiir alle Modelle auf einer Datenbasis von 1.000 Handels-
tagen und auf Basis der gesamten verfiigbaren Datenhistorie. Die dabei
ermittelten Ergebnisse fiir den DAX sind in Tabelle 3 den Mittelwerten
der Ergebnisse, jeweils tiber alle Schwellen, aus Tabelle 2 gegentiberge-
stellt. Fir den MSCI Europe ist die entsprechende Darstellung in
Anhang 10 gegeben.

Hinsichtlich der VaR-Ergebnisse fallt auf, dass die POT-Methode und
die historische Simulation fiur das Konfidenzniveau von 99% sowohl
beim DAX als auch beim MSCI Europe zu nahezu identischen Risiko-
schatzungen kommen. Zwischen den beiden POT-Berechnungen liegen
dabei — mit Ausnahme des 21.1.08 mit einer Historie von 1.000 Handels-
tagen fiir den DAX - die auf Basis der standardisierten Residuen des
GARCH-Modells ermittelten Risikoschatzungen durchgéingig hoher.

Fir die Normalverteilung ist festzustellen, dass die ermittelten Risiko-
schitzungen fiir nahezu alle Beobachtungen gegeniiber den anderen Me-
thoden deutlich nach unten abweichen. Die breiteren Rander (,fat-tails®)
kommen offensichtlich zum Tragen. Besonders deutlich wird diese Ab-
weichung beim Konfidenzniveau von 99,9 %.

Die beiden GARCH-Modelle weisen insbesondere am 16.10.08 gegen-
Uber den anderen Verfahren einen deutlich h6heren VaR — sowohl bei ei-
nem Konfidenzniveau von 99 % als auch bei 99,9% — aus. Hier tritt der
Umstand, dass GARCH-Modelle Verdnderungen der Volatilitat im Zeit-

60 Vgl. bspw. Jorion (2007), S. 249 ff.; Rau-Bredow (2002), S. 604.

61 Vgl. bspw. Jorion (2007), S. 262 ff.

62 Vgl. Bollerslev (1986) sowie hinsichtlich der Anwendung bspw. Liitkepohl/
Krdtzig (2004), S. 197 ff. Die Ermittlung der Innovationen erfolgte mittels des Pro-
gramms eViews unter Annahme eines GARCH(1,1)-Modells. Die geschitzten Para-
meter sind in Anhang 9 dargestellt.
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Tabelle 3

Gegeniiberstellung des VaR auf Basis der POT-Methode mit Ergebnissen
alternativer Risikomessverfahren fiir den DAX

Datum/Verlust 11.9.01/-8,8% 21.1.08/-7,4% 16.10.08/-5,0%
Handelstage 1.000 9.177 1.000 10.792 1.000 10.982
VaREQ! 4,3% 2,9% 2,5% 3,2% 3,5% 3,3%
VaR g GARCHEvert g 59, 2,9% 2,3% 3,3% 3,7% 3,4%
VaR jogmvert 3,8% 2,5% 2,2% 2,7% 2,8% 2,8%
VaR GARCHnommvert. 5,1% 5,2% 2,4% 2,6% 12,2% 11,7%
VaR GRCHt-vert. 5,4% 5,8% 2,8% 2,9% 15,1% 12,8%
VaR hist-simul 4,3% 2,9% 2,6% 3,2% 3,4% 3,3%
VaREOL, 7,3% 5,8% 3,4% 6,5% 8,3% 6,8%
VaR fogo ARCHvert 7,5% 5,8% 3,6% 6,5% 9,1% 6,8%
VaR Nommvert. 5,0% 3,4% 2,9% 3,6% 3,7% 3,7%
VaR GARCHnormvert. 6,7% 7,0% 3,2% 3,4% 16,2% 15,5%
VaR GARCHt-vert. 7,4% 8,5% 4,1% 4,3% 24,1% 18,9%
VaR bisgsimul 8,4% 6,4% 3,5% 6,5% 7,4% 7,0%
dror 11,32 18,07 - 6,59 0,92 1,41

d §OTGARCHt-vert 10,55 16,68 - 6,67 0,87 1,36

d Normvert. 39,2-10% 2,25.10% 429.10'% 569 -10° 53.307 64.209

d GARCHpormvert. 147,69 84,80  14,8-10° 533-10° 0,02(5,85T) 0,03 (6,29 T)
dARCHL-vert. 20,00 5,02 444,93 325,11 0,02 (5,66 T) 0,03 (6,45 T)
hist.Simul. - 12,24 - 7,19 0,67 1,19

ablauf beriicksichtigen, besonders stark zutage. Ursache hierfiir ist, dass
der 16.10.08 den Tag mit der hochsten impliziten Volatilitdt des DAX
darstellt und dem Datum ein markanter Volatilitatsanstieg vorangegan-

gen war. Tendenziell ergibt sich in diesem Zusammenhang eine Risiko-

uberschatzung, wihrenddessen am 21.1.08 bei Berticksichtigung der ge-

samten Datenhistorie beim DAX eine Risikounterschétzung durch die
GARCH-Modelle fiir den VaRgg g9, vorliegt. Dabei kann fiir den 21.1.08
wiederum festgestellt werden, dass diesem ein Zeitraum mit geringer Vo-

latilitat vorausgegangen war.
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Beim Vergleich der beiden GARCH-Anséitze ist festzustellen, dass mit
t-verteilten Innovationen durchgehend ein héherer VaR geschatzt wird
als auf Basis der normalverteilten Innovationen. Ursache hierfiir ist, dass
die ,fat-tails“ der Indexrenditen durch die t-Verteilung teilweise bertick-
sichtigt werden. Am 21.1.08 fiihrte dieser Umstand dazu, dass die einge-
tretenen Uberschreitungen — insbesondere beim MSCI Europe, aber auch
beim DAX - mit einer realistischeren Eintrittswahrscheinlichkeit ver-
kniipft waren als beim GARCH-Modell mit normalverteilten Innovatio-
nen.

Betrachtet man die erwartete Zeitspanne d; fir den Eintritt der Risi-
kohohe des jeweiligen Datums, so fallt hinsichtlich der Normalvertei-
lungsannahme die eklatante Unterschatzung dieser Extremrisiken auf.
So wurde fiir den 11.9.01 auf Basis der gesamten Datenhistorie fiir den
DAX geschatzt, dass ein Indexriickgang von 8,8 % nur einmal in 2,25 Bil-
liarden Jahren - also praktisch nie — vorkommen konne. Tatsdchlich
wurde ein Verlust von 8,8% oder mehr zwischen dem 1.1.65 und dem
10.9.01 dreimal und somit im Schnitt alle 12,24 Jahre erreicht oder tiber-
schritten. Dieses Grundmuster der Risikounterschitzung tritt fir die
Normalverteilungsannahme fiir alle Zeitpunkte und gew#hlten Datenhis-
torien auf.

Dahingegen werden fiir die GARCH-Ansétze abermals die bereits bei
den VaR-GroBlen festgestellten Risikotiberschéatzungen fir den 16.10.08
bei beiden Indizes und die Risikounterschitzungen fiir den 21.1.08 im
Fall des DAX deutlich. Fiur den MSCI Europe ist die mittels GARCH-
Modell mit t-verteilten Innovationen geschitzte Eintrittswahrscheinlich-
keit des Indexriickgangs vom 21.1.08 hingegen als weitgehend realistisch
einzustufen. Besonders offensichtlich wird die Problematik der Ergeb-
nisse bei zugrunde gelegter Datenbasis von 1.000 Handelstagen fiir den
DAX. Hier wurde ein Verlust von 7,4 % oder mehr am 21.1.08 auf Basis
normalverteilter Innovationen alle 14,8 Milliarden Jahre und auf Basis
t-verteilter Innovationen alle 445 Jahre einmal erwartet. Ein dreiviertel
Jahr spiter, am 16.10.08, wurde jedoch mit den gleichen Modellen er-
rechnet, dass ein Verlust von 5% oder mehr etwa alle 6 Handelstage ein-
mal eintritt. Gleichzeitig soll der VaR fiir ein Konfidenzniveau von
99,9% von 3,2% auf 16,2 % bei normalverteilten oder sogar von 4,1% auf
24,1 % bei t-verteilten Innovationen gestiegen sein.

Es wird somit durch die explizite Untersuchung einzelner Handelstage
eine Schwiche der GARCH-Ansétze deutlich, die bei den in der Litera-
tur tblichen Zeitreihenvergleichen der Schitzgiite verborgen bleibt. So
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wiirde die massive Risikotiberschétzung am 16.10.08 bei Anwendung der
GARCH-Ansitze im Rahmen von Risikolimitsystemen beispielsweise
dazu fithren, dass Anleger ihr Portfolio weitgehend risikofrei stellen
missten. An einem spiteren Aufschwung konnten sie dadurch aber nur
unterproportional partizipieren.

Lediglich die POT-Methode ist im vorliegenden Fall fiir den 16.10.08 in
der Lage, Ergebnisse zu liefern, die sich mit der historischen Simulation
weitgehend decken. Besonders negativ fiir die POT-Methode ist in diesem
Zusammenhang jedoch, dass fiir den 21.1.08, bei einer Datenbasis von
1.000 Handelstagen, einem Indexriickgang in der eingetretenen Hohe je-
weils eine Wahrscheinlichkeit von null zugeordnet wird. Der grundsétz-
lich gegeniiber der historischen Simulation vorhandene Vorteil, Risiken
auch bei geringerer Datenhistorie schitzen zu konnen, ist somit nicht
durchgehend gegeben. Hierflir miissen in jedem Fall geniigend Extrem-
ereignisse zur Verfligung stehen, was bei einem vorangegangenen ruhigen
Borsenumfeld und einer geringen Grundgesamtheit nicht der Fall ist. Es
stellt sich somit das Problem, dass das historische Datengeriist, auf des-
sen Basis die Extremwerttheorie aufgesetzt wird, Extremereignisse wi-
derspiegeln muss, um fiir hohe Konfidenzniveaus ,richtige“ Schitzer zu
erhalten.

Der Vergleich der Ergebnisse der parametrischen Schétzer mit der his-
torischen Simulation darf dabei nicht dahingehend gewertet werden,
dass die historische Simulation ,richtige“ Schitzer generieren wiirde.
Vielmehr ist hier festzuhalten, dass der Schéatzer der historischen Simu-
lation maximal bis zu einem Konfidenzniveau gefithrt werden kann, wel-
ches sich mit der verfiigbaren Datenhistorie deckt. Bei 1.000 Handels-
tagen Datenhistorie liegt die Grenze beispielsweise bei 99,99 %, wobei
bereits dann die Risikoschitzung nur noch auf einer einzigen Beobach-
tung beruht und entsprechend stark schwanken kann, wenn die betref-
fende Beobachtung aus der Datenhistorie ausscheidet.

IV. Fazit

Die Erfassung von Extremrisiken sollte eine der Kernaufgaben von Ri-
sikomesssystemen darstellen. Im vorliegenden Beitrag wurde als Verfah-
ren der Extremwerttheorie, das gerade diese Extremrisiken messbar ma-
chen soll, die POT-Methode vorgestellt. Wie der Vergleich mit der Nor-
malverteilungsannahme, GARCH-Modellen mit normalverteilten sowie
t-verteilten Innovationen und der historischen Simulation fiir exemplari-
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sche Belastungstage anhand des DAX und des MSCI Europe verdeutlicht
hat, kann die POT-Methode durchaus valide Risikoschétzer liefern.

Es wurde dabei aber auch offensichtlich, dass die Mindestschwellen,
deren Exzedenten als Basis der Ermittlung der Extremwertverteilung
dienen, bei einer geringeren Datengesamtheit hther angesetzt werden
miissen als bei einer groBeren Datengesamtheit, um stabile Schiatzer fiir
den Gestalt- und den Skalenparameter zu erhalten. Ebenso unterschei-
den sich die Risikoschitzungen bei hohen Konfidenzniveaus fiir unter-
schiedliche Schwellenwerte deutlich. Beide Sachverhalte werden mit der
oft Anwendung findenden Verwendung fester Quantilsschwellen - so
werden in der Literatur héufig vereinfachend die grofiten 10% der Ver-
lustereignisse zur Bestimmung der Extremwertverteilung herangezogen —
vernachléssigt. Fehler in der Risikoschéitzung, mit allen damit verbunde-
nen negativen Auswirkungen, sind hierdurch moglich. Ebenso scheint
ein Backtesting alternativer Verfahren auf Basis derart generierter Er-

gebnisse problematisch, entspricht aber gangiger Praxis.®?

Des Weiteren hat sich gezeigt, dass die Risikoschéatzung in erheblichem
MaBe von der zugrunde gelegten Datenhistorie abhingig ist. Keines der
Verfahren ist hierbei in der Lage, bei zuvor wenig volatilen Markten und
einer geringen Datenhistorie (im vorliegenden Fall 1.000 Handelstage)
sinnvolle Risikoschétzer fiir hohe Konfidenzniveaus zu liefern. Durch die
im Beitrag erfolgte Untersuchung expliziter Handelstage wurde jedoch
sichtbar, dass die extremwerttheoretische Risikoschitzung bei zuvor
stark volatilen Werten fuir hohe Konfidenzniveaus realistischere Schétzer
als die GARCH-Ansitze ermitteln kann. Dieser Aspekt wurde auf Basis
der in der Literatur tiblichen Zeitreihen-Backtestings nicht sichtbar, ist
aber insbesondere fiir die Anwendung von Risikomessmodellen im Rah-
men der Risikolimitierung von hochster Bedeutung.

Gegentiber der massiven Schwankung des Risikoausweises durch die
beiden GARCH-Modelle mit normalverteilten und ¢-verteilten Innovatio-
nen generiert die POT-Methode auf Basis einer hinreichend groBlen Da-
tengesamtheit offensichtlich validere Schitzer fiir hohe Konfidenz-
niveaus (99,9% und hoher). Eine rein GARCH-basierte Risikomessung
fur hohe Konfidenzniveaus scheint somit problematisch und sollte in je-
dem Fall durch extremwerttheoretische Modelle ergénzt werden.

63 Vgl. bspw. Harmantzis/Miao/Chien (2006), S. 124; Fernandez (2003), S. 65;
McNeil/Frey (2000); McNeil (1999), S. 103 ff.
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Anhang 7

Mindestschwellen gemifi EMF und Hill-Plot fiir den MSCI Europe

Mindestschwelle
Datum 11.9.01 21.1.08 16.10.08
Datenhistorie 1.000 5.603 1.000 7.234 1.000 7.425
EMF -1,6% -0,5% - -0,5% -0,5% -0,5%
Hill-Plott 15% -1,0% -15% -1,25%  -15% ~1,0%
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Anhang 9
Geschitzte Parameter der GARCH-Modelle

Modell  Index Datum n y(-1079) a B dF a+p
1.000 9,82 0,1050 0,8586 - 0,9636
(2,60)  (5,31) (29,41
11.09.01
9.177 2,78 0,1233 0,8591 - 0,9824
(12,16) (31,51) (147,23)
1.000 3,78  0,0695 0,8864 - 0,9559

(2,75)  (3,98) (29,77
DAX 21.01.08
10.792 2,49  0,1130 0,8717 - 0,9847

(12,82) (33,38) (177,29)

1.000 3,68  0,1285 0,8511 - 0,9796
(3,32)  (6,73) (33,03)
+ 16.10.08
g 10.982 2,50  0,1174 0,8689 - 0,9863
g (12,86) (33,53) (175,28)
o
E 1.000 6,11  0,0883 0,8662 - 0,9545
2 (2,66)  (3,99) (25,76)
< 11.09.01
O 5.603 2,29  0,1218 0,8450 - 0,9668
(13,10) (25,21) (106,19)
1.000 2,55  0,1050 0,8538 - 0,9588
3,51 5,30 31,27
MSCI Y0108 (3,51)  (5,30) ( )
Europe 7.234 2,00  0,1176 0,8570 - 0,9746
(14,66) (27,36) (133,93)
1.000 1,43  0,1341 0,8636 - 0,9977
(2,86)  (6,56) (39,08)
16.10.08
7.425 1,91  0,1224 0,8567 - 0,9791

(14,76) (27,64) (137,02)

(Fortsetzung ndchste Seite)
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Anhang 9 (Fortsetzung)

Modell Index Datum n y(-107%) a B dF a+p

1.000 9,56  0,1022 0,8623 24,26  0,9645
(2,30)  (4,43) (26,15) (1,51)
11.09.01
9.177 1,87  0,0979 0,8872 11,51  0,9851

(6,50) (13,45) (113,67) (18,81)

1.000 2,98  0,0742 0,8930 9,31  0,9672
(2,04)  (3,47) (28,23) (3,23)
DAX 21.01.08
10.792 1,65  0,0930 0,8950 11,70  0,9880

(6,80) (14,80) (134,52) (19,34)

1.000 2,51 0,1111  0,8779 6,81 0,9890
(1,94) (4,56) (30,61) (5,16)
16.10.08

‘5 10.982 1,66  0,0957 0,8933 11,32  0,9890
i (6,74) (15,15) (134,31) (19,54)
jas)
g 1.000 594  0,0878 10,8681 44,83  0,9559
g (2,40)  (3,79) (24,39) (0,89)
11.09.01
5.603 1,13 0,0950 0,8869 8,30  0,9819
(5,42)  (10,47) (87,12) (16,37)
1.000 2,42 0,1078 10,8542 8,41  0,9620
MSCI (2,52)  (4,09) (24,95) (4,29)
21.01.08
Europe 7.234 1,02 0,0958 0,8907 8,72  0,9865
(5,87)  (12,32) (106,19) (17,34)
1.000 1,32 0,1280 0,8698 8,17  0,9978
(2,00)  (4,92) (33,17) (4,64)
16.10.08

7.425 9,84  0,0996 0,8896 8,56  0,9892
(5,76)  (12,78) (108,16) (17,47)

Hinweise: Klammerangaben sind die jeweiligen Z-Werte; dF = Freiheitsgrade; da fiir alle Falle gilt: y > 0,
a,f >0 und a+f > 1 handelt es sich in allen Fillen um eindeutige streng stationédre Losungen der GARCH
(1,1)-Gleichung (vgl. bspw. Kreif$/Neuhaus (2006), S. 301 ff.).
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Anhang 10

Gegeniiberstellung des VaR auf Basis der POT-Methode mit Ergebnissen alternativer
Risikomessverfahren fiir den MSCI Europe

Datum/Verlust 11.9.01/-6,4% 21.1.08/-6,1% 16.10.08/-5,3 %
Handelstage 1.000 5.603 1.000 7.234 1.000 7.425
VaRPOT 3,5% 2,3% 2,6 % 2,7% 3,6 % 2,8%
VaR g GARCHWert 3 6% 2,3% 2,6 % 2,8% 3,7% 2,9%
VaR Jopmvert 2,8% 1,9% 1,8% 2,1% 2,7% 2,2 %
VaR §ARCHnormvert. 3 39 3,3% 2,7% 2,8% 12,0% 11,1%
VaR §ARCHt-vert 3,4% 3,9% 3,3% 3,4% 14,7% 13,1%
VaR hist Simul 3,7% 2,3% 2,6 % 2,7% 3,4% 2,8%
VaR 9%, 4,7% 5,1% 3,3% 5,3% 7,8% 5,9%
VaR go g ARCHWert 4 79 5,2% 3,4% 5,4% 8,1% 6,0%
VaR [ormvert 3,7% 2,5 % 2,4 % 2,8 % 3,6 % 2,9 %
VaR §ARCHnomvert. 4 3.9 4,3% 3,6 % 3,7% 16,0% 14,8%
VaR §ARCHt-vert. 4,6% 6,0 % 5,0 % 5,1% 22,8% 19,9%
VaR hist Simul. 4,5% 5,9% 3,6 % 5,1% 8,0% 6,5 %
aror - 8,65 - 6,89 1,21 2,66
d?OT.GARCHtvert. _ 8,11 B 6,45 1,16 2,50

d Jormvert. 14,9 - 10° 225 .10 11310 110-10°  428.799 66,2 - 108
d GARCHnormvert. 1.542 1.557 62.978  18.154 0,03 (6,54 T) 0,03 (7,42 T)
 GARCHt-vert. 213 5,37 15,6 12,6 0,02 (6,12 T) 0,03 (7,11 T)
st Stmul. - 5,60 - 7,34 0,67 2,47
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Zusammenfassung

Anwendung der Extremwerttheorie zur Quantifizierung von
Marktpreisrisiken — Test der Relevanz anhand vergangener
Extrembelastungen von DAX und MSCI Europe

Ein Verfahren, das gezielt entwickelt wurde, um Risiken mit sehr geringen Ein-
trittswahrscheinlichkeiten zu quantifizieren, stellt die Extremwerttheorie dar. Die
empirische Anwendung der Extremwerttheorie in Form der Peaks-Over-Thres-
hold-(POT-)Methode auf die Kursriickgiange des DAX und des MSCI Europe vom
11.9.01, 21.1.08 und 16.10.08 im vorliegenden Beitrag zeigt, dass die Giite der Risi-
koeinschitzung stark von den zugrunde liegenden Ausgangsdaten abhéngt. Dabei
ergeben sich bereits durch unterschiedliche Schwellen in der POT-Methode diver-
gierende Risikohohen, wie die Untersuchung an den exemplarischen Belastungs-
tagen deutlich macht. Dennoch kann konstatiert werden, dass die POT-Methode
die Normalverteilungsannahme und GARCH-Modelle mit normalverteilten und
t-verteilten Innovationen — besonders bei der Risikoschéitzung nach Zeitabschnit-
ten mit volatilen Méarkten — in ihrer Giite fir die untersuchten Fille tbertrifft.
(JEL C14; C16; C53; G11; G15)
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Summary

Application of the Extreme Value Theory for the Quantification
of Market Price Risks — Empirical Relevance Test Using Extreme Losses
of DAX and MSCI Europe

The Extreme Value Theory is an approach designed with the objective to quan-
tify risks which occur with a very low probability. The empirical application of
the Extreme Value Theory in terms of the Peaks Over Threshold (POT)-Method to
the index declines of the DAX and the MSCI Europe on 11.9.01, 21.1.08 and
16.10.08 in this paper shows that the quality of risk assessment highly depends on
the underlying data source. As the analysis shows the resulting risk level during
the considered days is clearly linked to the applied threshold. Nevertheless it is
shown that the POT-Method beats the assumption of normal distribution and
GARCH models with normally distributed and ¢-distributed innovations — espe-
cially after periods of high market volatility — concerning the goodness of risk
quantification for the examined events.
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