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Stetige versus diskrete Renditen
Uberlegungen zur richtigen Verwendung
beider Begriffe in Theorie und Praxis

Von Gregor Dorfleitner, Augsburg

1. Einfiihrung

Um den relativen Wertzuwachs oder -verlust einer in Geldeinheiten be-
wertbaren Position zu messen, greift man in Finanzwirtschaft und Kapi-
talmarkttheorie auf den Begriff der Rendite zuriick, der allerdings auch
mit mehreren anderen Bedeutungen beladen ist. Fiir die Messung der re-
lativen Wertédnderung kann man die Rendite auf zwei verschiedene Arten
definieren, einmal diskret, also als den prozentualen Zuwachs von einem
Zeitpunkt zum anderen, zum anderen als den natiirlichen Logarithmus
des Zuwachsverhéltnisses. Die letztere Definition bezeichnet man auch
als die stetige Rendite.

Nun scheint die Frage, wie man ein Zuwachsverhiltnis berechnen soll,
nicht gerade eine bedeutende Problemstellung zu sein. Dennoch handelt
es sich um ein Thema von grofler Tragweite, weil einerseits Renditen in
vielen verschiedenen Bereichen der Kapitalmarkttheorie, der Finanzwirt-
schaft und der Finanzmathematik als BasisgréBen auftauchen, anderer-
seits aber die statistischen und stochastischen Eigenschaften der Rendi-
ten ob der scheinbaren Trivialitdt des Themas oft nicht geniigend beach-
tet werden. Aus letzterem Sachverhalt resultieren deshalb nicht selten
inkonsistente Modelle oder wenig valide statistische Schliisse. In der Tat
kann es in gewissen Situationen von entscheidender Bedeutung sein,
welchen Renditebegriff man benutzt. Es gibt allerdings auch Zusammen-
hinge, in denen nicht so genau auf den korrekten Einsatz geachtet
werden mul}, weil die Unterschiede nur sehr klein sind.

Diese Arbeit will die vorhandene Liicke zwischen den sehr einfachen
Grundkonzepten der stetigen und der diskreten Rendite auf der einen
Seite und den theoretischen und praktischen Anwendungen der beiden
Begriffe auf der anderen Seite schlieBen. Bei niherer Betrachtung der
Problematik etwa statistischer Sachverhalte st6Bt man auf sehr kompli-
zierte und zum Teil unlésbare Probleme.
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Die Arbeit begreift sich als ein einfithrendes Kompendium zum Thema,
das allerdings iiber den Lehrbuchstandard zum Teil deutlich hinausgeht.
Dazu werden nach dieser kurzen Einfiilhrung wesentliche Eigenschaften
beider Renditebegriffe herausgearbeitet. Es folgt ein Abschnitt {iber sta-
tistische und stochastische Aspekte und ein weiterer liber die Problem-
stellung der Annualisierung. Abschnitt V erldutert die Konsequenzen
verschiedener Verteilungsannahmen, wihrend Abschnitt VI die wichtig-
sten Zusammenhinge anhand eines praktischen Beispiels illustriert. Mit
einer Ubersicht iiber wichtige Anwendungsbereiche und einem Ausblick
schlieit die Arbeit.

I1. Definition und wesentliche Eigenschaften
der beiden Rendite-Begriffe

Seien s und ¢t zwei Zeitpunkte mit der Eigenschaft s < t. Wir betrach-
ten eine Position, die einen Wert oder Kurs besitzt, welcher sich zumin-
dest prinzipiell liber die Zeit hinweg dndert. Sei

e S;: der Wert (oder Kurs) der Position zum Zeitpunkt s und

e S;: der Wert (Kurs) zum Zeitpunkt ¢, der bereits um Dividenden, Ak-
tiensplits etc. bereinigt ist.

Ob die Wertnotierungen stochastischer oder deterministischer Natur
sind, ist zunéchst nicht von Belang. In beiden Fillen lassen sich die
beiden in dieser Arbeit untersuchten Renditebegriffe definieren. Man de-
finiert die diskrete Rendite (fiir den Zeitraum von s bis ¢) als:

(1) Ry = =— = 1.

Die stetige Rendite (fiir den Zeitraum von s bis t) definiert man analog
als:

(2) Tor 1= 1n§—: =InS, - InS,.

Die beiden Definitionen sind ebenso einfach wie klar. Neben den in
dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen ,stetig“ und ,diskret”, die
ihrerseits mit verschiedenen weiteren Bedeutungen beladen sind, gibt
es Synonyme, die in der Literatur Verwendung finden. Tabelle 1 listet
gebriauchliche Bezeichnungen auf.

Manchmal wird anstelle des Begriffs Log-Rendite auch der der logarith-
mierten Rendite verwendet. Hierbei wird allerdings der nicht zutreffende
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Tabelle 1

Synonyme fiir das betrachtete Begriffspaar

stetige Rendite diskrete Rendite

Log-Rendite Rendite
Differenz der logarithmierten Preise einfache Rendite

continuously compounded return return

Eindruck erweckt, eine Rendite werde logarithmiert. DaB auch hinter der
Differenz der logarithmierten Preise die stetige Rendite steckt, wird aus
(2) klar. Allein die Erwahnung der logarithmierten Kurse oder Preise ist in
aller Regel bereits ein Hinweis auf die Verwendung der stetigen Renditen.
Auch wenn von der Differenzenbildung zunéchst nicht die Rede ist, so er-
folgt sie doch meist in einer spateren Phase der Ausfithrungen.

Abgesehen von den Bezeichnungen basieren beide Renditedefinitionen
im wesentlichen auf dem Quotienten aus S; und S,. Sie sind damit ei-

S :
gentlich Funktionen von S—t Aus Ubersichtlichkeitsgriinden verzichtet
s

man in der Regel darauf, dies notationell zu berilicksichtigen. Man kann
jedoch aufgrund dieser Eigenschaft jeweils den einen Renditebegriff mit
Hilfe des anderen darstellen. Es gilt:

(3) Rst =e'st — 1 bzw. Tst = h‘.\(RH + 1)

Aus diesem Zusammenhang zwischen den beiden Definitionen 148t sich
auch eine wesentliche und oft als Argument bemiihte Tatsache ableiten
und prazisieren: die approximative Gleichheit. Fiir ,kleine“, d.h. nahe
bei Null liegende, absolute Werte von r,; und R, gilt die approximative
Gleichheit:

(4) Tse & Rg.

In vielen wissenschaftlichen Arbeiten wird wegen der Eigenschaft (4)
oft implizit angenommen, daB sich stetige und diskrete Rendite nicht we-
sentlich unterscheiden. Dies gilt jedoch nicht generell, wie man anhand
des Beweises, der den Sachverhalt gleichzeitig exakter faBit, leicht sieht.
Hierzu betrachtet man die Taylorentwicklung von Ry als Funktion von

.1
Tset

1 Deutsch (2001), S. 482, verfolgt dieselbe Idee, entwickelt jedoch die Taylor-
reihe der Umkehrfunktion.
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x

T, Tit rt 7’llt
(5) Rﬂ:e“—lzz;]i—lzzi’]=rﬂ+zi—s!.

i= i=1 i=2

Aus der Gleichung (5) erkennt man, dafl sich beide Renditebegriffe um
Terme der Ordnung zwei und héher unterscheiden. Fiir Werte nahe Null
fallen diese Terme kaum ins Gewicht. So entspricht beispielsweise ein
Wert von ry = 0,01 dem Wert der diskreten Rendite R, = 0,01005. Zur
Veranschaulichung dieses Sachverhalts dient die Abbildung 1.

Aus Abbildung 1 kann man ersehen, dafl die Abweichung um den Null-
punkt herum tatsédchlich sehr klein ausfillt und bei weiter von Null ent-
fernten Werten in beide Richtungen beliebig grol werden kann. Gleich-
zeitig illustriert Abbildung 1 den bekannten mathematischen Zusammen-
hang

(6) Tst < Ry.

Nun entsteht die Frage, bis zu welchem Renditewert die Abweichung
der beiden Begriffe voneinander noch vertretbar klein bleibt. Dazu ver-

0,5:-
Rst

0,3 -

Rst

-0,5 -

Abbildung 1: Stetige und diskrete Rendite im Intervall [-0,5; 0,5] im Vergleich
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deutlicht Abbildung 2 die relative (also prozentuale) Abweichung. Diese

Rs =1 x s . -
wird als der Quotient % bezogen auf die diskrete Rendite definiert.
st

Da die diskrete Rendite immer grofler als die stetige ist, hat die Abwei-
chung immer ein positives Vorzeichen. Dal} in Abbildung 2 auch negative
Werte auftreten, liegt nur am Nenner des Quotienten, der auch negativ
werden kann. AuBerhalb des in Abbildung 2 dargestellten Bereiches
nimmt die Abweichung an der Stelle —1 den Wert minus unendlich an. Fiir
wachsende Werte von R, geht der Wert gegen 100 %. Ist man bereit, eine
relative Abweichung von circa 5 % zu akzeptieren, so mufl sich die diskrete
Rendite im Bereich [—0,10;0,10] bewegen. Diskrete und stetige Rendite di-
vergieren hier also nur um ca. 5 %. Es 148t sich zusammenfassend festhal-
ten: Fiir Werte von r;; nahe 0 besteht kein wesentlicher Unterschied.

Kommen wir nun zu den entscheidenden Eigenschaften der beiden
Renditebegriffe. Bei der stetigen Rendite handelt es sich hierbei um die
Additivitdt entlang der Zeitachse, d.h. fiir alle s € [0, ¢] gilt:

(7) Tot = Tos + Tst-

909, - relative Abweichung

10 % A
Rst
-0,5 -0,3 -0 0,1 -0,3 -0,5
-10% A
-20 % A
-30%
-40% -

Abbildung 2: Relative Abweichung von stetiger und diskreter Rendite
im Intervall [—0,5;0,5] in bezug auf den Wert der diskreten Rendite
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Dies beweist man ganz elementar mittels der Uberlegung:

1 & 1 Se- S 1 SS+1 St +
ro =In—= =In— — =Tps+ Tt -
T R T A

Offensichtlich gilt die Eigenschaft (7) nicht fiir die diskrete Rendite,
was man sich anhand eines einfachen Zweiperioden-Modells iiberlegen
kann, bei dem in der ersten Periode ein Zugewinn von 50 % und in der
zweiten Periode ein Verlust von 50 % eintritt. Die diskrete Rendite fiir
den Gesamtzeitraum betragt dabei nicht 0 %, sondern —25 %.

Die entscheidende Eigenschaft der diskreten Rendite hingegen ist die
Additivitdt innerhalb von Portfolios. Teilt man nidmlich den Betrag S,
mit den Gewichten p €[0,1] und 1 —p auf zwei Wertpapiere mit den
Kursen A, und By auf, so gilt:

(8) Ry = pRy; + (1 - p)Ry.

Auch diese Eigenschaft kann man leicht einsehen, denn es gilt

So So
po At (1-p) =B
Ry = —2 e
So
So So A, B,
- PAG A+(1-p) B, B, - Sy ~ PSU(AD 1) +(1 P)SG(BO 1)
- So B So

=pRj + (1 - p)RE,.

Offensichtlich trifft die Eigenschaft (8) nicht fiir stetige Renditen zu.
Gilt niamlich fiir p=0,5 etwa 75, = —1 und 5 = 1, so resultiert hieraus
nicht etwa ry; = 0, sondern ro, = 0,4338. Es 148t sich sogar zeigen, daf} die
Summe

pro, + (1 —p)rh

immer kleiner oder gleich der stetigen Portfoliorendite
A B

f a3 Y

A =mn(p 5o+ 1 -pipe)

ist. Dazu muBl man nur die (nicht-zufilligen) Anteile p und 1—-p als

Wahrscheinlichkeiten auffassen, mit der eine (fiktive) Zufallsvariable X
A B

die Werte A—t bzw. B—t annimmt. Da der Logarithmus eine konkave
0 0

Funktion darstellt, ergibt sich mit Jensens Ungleichung:
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(9) pr* +(1-p)rf =E(ln X) <In E(X) = .

Dennoch kann man auch fiir Portfolios die stetige Rendite und fiir
Mehrperioden-Modelle die diskrete Rendite verwenden. Dazu mull man
lediglich finanzmathematisch korrekt vorgehen. Nur kann man die Ag-
gregation nicht mehr {ber einfache Summation vornehmen. Dies hat
auBer fir die Eleganz der Berechnung auch fiir statistische und stocha-
stische Aspekte Konsequenzen.

III. Statistische und stochastische Aspekte

Alles bisher liber stetige und diskrete Renditen Gesagte gilt unabhin-
gig von stochastischen Annahmen. In vielen Modellen und Anwendungen
jedoch wie etwa dem Capital Asset Pricing Model (CAPM) oder der
Black-Scholes-Formel werden implizit oder explizit Annahmen beziig-
lich Verteilungen getroffen. Falls Modelle zudem mit realweltlichen
Daten konfrontiert werden, spielen auch statistische Uberlegungen eine
Rolle. Derlei Aspekte sollen in diesem Abschnitt naher beleuchtet
werden.

Unter den voneinander abhidngenden GréBen S;, Ry und rp kann nur
fiir eine einzige eine Verteilungsannahme getroffen werden. Meist erfolgt
dies fiir die stetige Rendite. Eine gingige Annahme ist die Normalvertei-
lung. Die Kurse sind dann lognormalverteilt. Fiir die diskrete Rendite,
deren Wertebereich im Negativen bei -1 endet, ist die Normalverteilungs-
annahme im strengen Sinn hingegen nicht anwendbar. Auf die Konse-
quenzen unterschiedlicher Verteilungsannahmen wird in Abschnitt V
noch niher eingegangen.

Oftmals legt man sich beziiglich des Typs der Verteilung nicht exakt
fest, sondern nimmt nur die Existenz der ersten beiden Momente und
eine identische Verteilung bei allen unabhingigen Realisierungen der
Rendite an. Diese Annahmen entsprechen, wie zahlreiche empirische Un-
tersuchungen zeigen, nicht unbedingt der Realitiat.”> Fiir die folgenden
Ausfiihrungen seien sie dennoch vorausgesetzt, zumal es sich dabei um
einen gewissen Lehrbuchstandard handelt.

Liegen zu iquidistanten Zeitpunkten etwa im Tages-, Wochen- oder
Monatsabstand Beobachtungen vor, so bildet man entsprechend die steti-
gen Renditen

Te ' =Tr_1.¢-

2 Vgl. hierzu beispielsweise Mittnik / Paolella (2000).
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Dabei entspricht eine Zeiteinheit etwa Tagen, Wochen oder Monaten.
Wir gehen nun von den aus einer liickenlosen Zeitreihe gebildeten
Werten 7y, ..., 1, und identischer Verteilung sowie Unabhangigkeit der r,
aus.

Die Parameter der stetigen Periodenrendite
(10) ' :=E(r) und o*:=Var(n)

schatzt man mit den iiblichen Schitzfunktionen fir Erwartungswert und
Varianz. Dabei folgt aus der Additivitat entlang der Zeit:

o 1 & 1
(1) #= 2=y
Die Parameter der diskreten Rendite bezeichnen wir mit

12 pr:=E(R)) und o2 :=Var(R)).
R R

Wegen (6) gilt die Ungleichung u' < pp. Das Gleichheitszeichen steht
nur fiir degenerierte Zufallsvariablen mit der Varianz Null. Der Parame-
ter up wird wie iiblich durch

n

R,

t=1

,t,‘
1

(13) Iz

3|~

geschatzt. Der sich daraus ergebende Schiatzwert liegt aufgrund der
Ungleichung (6) oberhalb des Schiatzwerts fiir den Erwartungswert der
stetigen Rendite. Wiirde man analog zum Vorgehen bei der stetigen
Rendite die Schatzfunktion

Ly
n On

verwenden, so wire die Schétzung nicht erwartungstreu. Eine solche
Vorgehensweise kann nicht empfohlen werden.

Berechnet man andererseits die effektive diskrete Perioden-Rendite R
finanzmathematisch korrekt gemaB:

(14) (1+R)"= ﬁu +R,),
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Py

Abbildung 3: Stochastische Rendite mit dichotomer Verteilung

so erhilt man

(15) RE= n‘/ﬁ(1+Rz)—1: Y1+Rp, - 1.
t=1

Aufgrund der allgemein bekannten Jensen-Ungleichung gilt nun aber
bei Unabhéngigkeit und Stationaritat flir den Erwartungswert

(16) ER) < | E(ﬁ(l +R;)) ~1=E(l+R)~1=E(Ry).
t=1

Als Schitzer fir den Erwartungswert sollte man also die an sich kor-
rekte Grofe R nicht benutzen.

Beziiglich der Varianz von stetiger und diskreter Rendite 148t sich
keine Ungleichung in der einen oder der anderen Richtung nachweisen.
Dazu betrachten wir ein Beispiel, welches auf einem einfachen Binomial-
modell mit zwei verschiedenen moglichen Renditeauspréagungen basiert.
Abbildung 3 verdeutlicht die einfache stochastische Struktur der diskre-
ten Rendite. Mit Wahrscheinlichkeit 7 tritt der Wert p;, mit 1 — 7 der
Wert p, auf.

Der Erwartungswert einer solchen Zufallsvariable ergibt sich damit
als

(17) mp1 + (1 = m)ps,

wiahrend die Varianz unter Zuhilfenahme des Verschiebungssatzes den
Wert

(18) mp} + (1= ek — (mpr + (1 = m)pa)”
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annimmt. Um die entsprechenden Parameter-Werte fiir die stetige Ren-
dite zu ermitteln, sind gemaf Formel (3) die Terme p; und p; durch
In(p; + 1) bzw. In(ps + 1) zu ersetzen.

Zur Konstruktion des Beispiels betrachten wir zwei Szenarios A und
B, deren Parameterkonstellationen durch Tabelle 2 gegeben sind.

Tabelle 2

Parameterspezifierung fiir das Beispiel zur Varianzverinderung

A B
Wahrscheinlichkeit diskrete Rendite Wahrscheinlichkeit diskrete Rendite
0,90 pP1=0,5 0,50 P =05
0,10 py =-0,5 0,50 p2=0,3

Wie sich leicht errechnen 148t, betrigt in beiden Szenarios der Erwar-
tungswert der diskreten Rendite 0,4. Die entsprechende Standardabwei-
chung der diskreten Rendite betrdgt 0,3 bei A und 0,1 bei B.

Betrachtet man nun die stetige Rendite, so dreht sich dies um: Der
Rendite-Erwartungswert nimmt bei A den Wert 0,2956 bei B den Wert
0,3339 an. Wie erwartet liegen beide Werte unterhalb von 0,4 (allerdings
unterschiedlich weit). Die Standardabweichungen betragen 0,3296 (A)
bzw. 0,0716 (B). In Situation A liegt die Standardabweichung der steti-
gen Rendite (Volatilitat) also diber, in Situation B unter dem Wert, der
sich bei diskretem Renditebegriff ergibt.

Mit dem eingefiihrten Instrumentarium 146t sich noch ein weiteres Bei-
spiel konstruieren, welches die These belegt, dall sich beim Ubergang
von stetiger zu diskreter Renditebildung die p-o-Dominanz umdrehen
kann.

Tabelle 3

Parameterspezifierung fiir das Beispiel zur y-¢-Dominanz

A B
Wahrscheinlichkeit diskrete Rendite Wahrscheinlichkeit diskrete Rendite
0,20 p:1=0,99 0,50 p;=0,59
0,80 p2 = 0,00 0,50 p2=-0,19
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027K ® )%
] X A (stetig)

O B (stetig)
2 A (diskret)
® B (diskret)

0,151

0, 1 T T T 1
0,2 0,25 0,3 0.35 0.4

Abbildung 4: Dominanzumkehr bei Ubergang von diskreter zu stetiger Rendite

Nach dem Kriterium der p-c-Dominanz ist eine Anlage-Alternative
besser als die andere, wenn sie bei mindestens gleich groBem Erwar-
tungswert der Rendite eine geringere Standardabweichung besitzt oder
bei hochstens gleich groBer Standardabweichung einen groBeren Erwar-
tungswert.® In dem in Tabelle 3 umrissenen Beispiel ergibt sich nun der
bemerkenswerte in Abbildung 4 illustrierte Sachverhalt: Die Anlage-Al-
ternative B dominiert bei diskreter Rendite die Alternative A, betrachtet
man aber A und B im Lichte der stetigen Rendite, so dominiert A die
Alternative B.

Zwar ist die p-c-Dominanz zunédchst nur fiir die diskrete Rendite
definiert. In der Praxis werden diese Parameter aber oft durch die
stetigen Parameter-Werte approximiert. Das angefiihrte Beispiel zeigt,
daBl man durch solches Vorgehen die Faktenlage eventuell véllig falsch
einschitzt.

3 Effizient im Sinne dieses Dominanzbegriffs sind solche Renditeverteilungen,
die nicht durch andere dominiert werden. Siehe hierzu auch das Markowitzsche
Portfolioselektionsmodell (etwa in Steiner/Bruns (2000), S. 6 ff.). Im Markowitz-
Modell ist der diskrete Renditebegriff angebracht, da es sich um einen Endvermo-
gensvergleich bei gegebenem Anfangsvermégen handelt. Die Varianz des Endver-
mogens verhilt sich proportional zur Varianz der diskreten, nicht aber zur Varianz
der stetigen Rendite.
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IV. Eine kurze Theorie der Annualisierung

Zur Interpretation der erwarteten Rendite und der Volatilitiat bezieht
man sich tiblicherweise auf den Zeitraum eines Jahres.* Die Rendite-
werte liegen aber in der Regel in einer hoheren Frequenz vor, etwa auf
taglicher oder wochentlicher Basis. Deshalb ist eine Annualisierung not-
wendig, bei welcher man die Periodenrenditen zu einer Jahresrendite ag-
gregiert. Von Interesse sind nun Erwartungswert, Varianz bzw. Standard-
abweichung der Jahresrendite. Wir bezeichnen diese wichtigen GrofBen
mit 4 und o (bzw. o). Die Berechnung und das Schitzen dieser GréBen
ist bei stetigen Renditen wegen der Zeitadditivitat naturgemaB leichter
moglich.

Geht man nun von m (konsekutiven) Periodenrenditen r;,...,r, aus,
die unabhingige und identisch verteilte ZufallsgréBen darstellen, so
ergibt sich, wenn ein Jahr aus m Perioden besteht®, eine Jahresrendite
durch die Addition

(19) Tgm:ZT!‘.

Die Zufallsvariablen ry,...,7r, sind hier nicht als Stichprobe anzuse-
hen, sondern als theoretisches Modell zur Herleitung der Annualisie-
rungs-Formeln. Damit gilt fiir den Erwartungswert und die Varianz der
stetigen Jahresrendite:

(20) p = E(ron) = mE(r;) = my/
und
(21) o? := Var (rom) = mVar (r) = mo”?.

Da man g und ¢’* als die auf eine Periode bezogenen Werte mittels des
Stichprobenmittels und der Stichprobenvarianz leicht schatzen kann,
erhilt man Schitzfunktionen fiir 4 und ¢? aus den mit m multiplizierten
Schatzern /i und ¢'2. Die Jahres-Standardabweichung ¢ nennen wir auch
Volatilitdt.

Falls nun diskrete Renditen verwendet werden, so ergibt sich mit m auf-
einanderfolgenden Periodenrenditen Ry,..., R,, eine Jahresrendite durch

4 Vgl. etwa Steiner/Bruns (2000), S. 52 ff.

5 Das Formelwerk kann auch fiir die Umrechnung anderer kleinerer Zeitrdume
(etwa Tage) auf groBere (etwa Wochen, Halbjahreszeitraume etc.) benutzt werden,
wenn man nur den Faktor m entsprechend wihlt.
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n

(22) Rom= [[(1+R)-1.

i=1

Der Erwartungswert pug := E(Rn) 146t sich wegen der vorausgesetzten
Unabhéngigkeit relativ leicht berechnen, nédmlich als:

(23) ;LR=E(H(1+R5)—1) = HE(1+Ri)—1=(1+u’R)”‘—1=Z(T)y’3‘
i=1 i=1 i=1

Man kann nun pp durch gy erwartungstreu und konsistent schétzen.
Setzt man dies in (23) ein, so resultiert ein konsistenter Schatzer fiir jug,
der allerdings nicht erwartungstreu ist. Falls 4 ein Maximum-Likeli-
hood-Schitzer ist, so gilt diese Eigenschaft auch fiir (14 i)™ — 1 Aller-
dings kann nicht generell empfohlen werden, einen annualisierten
Schatzwert fur yr auf diese Art und Weise zu gewinnen. Dazu betrach-
ten wir folgendes Szenario: Die diskrete Halbjahres-Rendite (m = 2) sei
x*(1)-verteilt mit einem Shift von —1. Damit gilt uj =0 und o3 = 2.
Diese Werte sowie die zugrundeliegende Verteilung seien jedoch unbe-
kannt. Der annualisierte Erwartungswert ug ist ebenfalls gleich Null.
Die Schatzfunktion (1 + ji)* — 1 = 2/, + (% besitzt den Erwartungswert

2
B+ -1 ==,

wenn n den Stichprobenumfang wiedergibt. Schitzt man nun etwa mit
dem fur viele Anwendungen bereits als hoch geltenden Stichprobenum-

fang n = 30, so betragt die Verzerrung des Schitzers immerhin noch 115
Der Erwartungswert des Schitzers mifite Null betragen, liegt aber bei
6,7 %. Diese Verzerrung ist nicht zu vernachléssigen. Bei h6heren Annuali-
sierungspotenzen m wird dieses Phinomen zudem eher noch drastischer.
Insgesamt ist also beim Anwenden der Asymptotik Vorsicht angebracht.
Man sollte entweder auf wirklich grofe Stichprobenumfinge Wert legen
oder zumindest mehr Informationen iiber die Verteilung besitzen.

Auch die Varianz o} := Var(Ry,) 148t sich berechnen. Zur Herleitung

benutzt man ebenfalls die Unabhingigkeit der R; welche es erlaubt, das
Produktzeichen aus dem Erwartungswert herauszuziehen, und zuséatzlich
den Verschiebungssatz. Nach einigen Umformungen ergibt sich:

(24) b= ((L+u) +0B) " —(1+ )™ Zli( )() Gl

i=0j=0
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Formel (24) ist in mancherlei Hinsicht bemerkenswert. Zunichst han-
delt es sich um ein Polynom in yuj und o%® mit insgesamt m? Summan-
den. Die annualisierte Varianz hangt also auch von dem Erwartungswert
der Perioden-Rendite ab. Aus statistischen Griinden empfiehlt es sich
nicht zwingend, 1, und o}° konsistent zu schitzen und diese Schatzung
in den ersten Teil der Gleichung (24) einzusetzen, da durch die zahlrei-
chen Potenzbildungen (analog zu dem beim Erwartungswert angefiihrten
Gegenbeispiel) Schatzfehler entstehen, die sich auf unwigbare Art und
Weise aufaddieren.

Um eine erwartungstreue Schétzfunktion zu erhalten, konnte man
gemiB dem zweiten Teil der Gleichung (24) jedes Produkt u - (%)™
einzeln erwartungstreu schitzen, was allerdings nicht elementar méglich
ist, und diese Schitzungen entsprechend aufaddieren. Annualisiert man.
allerdings auf Basis von Wochendaten (m = 52), so hat man bereits 2704
Summanden zu beriicksichtigen. Bei Tagesdaten sind es sogar 62500.
Neben der moglicherweise komplexen Berechnung ist dies sicher keine
varianzminimale Schitzung, so dall auch hier der statistische Fehler
unklar bleibt.®

Im Zusammenhang mit Portfolio-Fragestellungen sind auch Kovarian-
zen zwischen verschiedenen Papieren bzw. zwischen den Renditen der
Papiere von grundlegender Bedeutung. Auch hierfiir kann man die ste-
tige oder die diskrete Rendite zugrunde legen. Beide Renditebegriffe
scheinen zunichst handhabbar. Denn hat man #{, ..., #2 fir das Papier
A und rf, . rf fiir das Papier B gegeben, so kann man

0y = Cov(r?, 7F)

durch

1
n—1

iw i) - i)

schitzen. Analog geht man vor, wenn man diskrete Renditen zu beiden
Papieren gegeben hat.

Ein Problem entsteht erst, wenn man die Kovarianz-Werte annualisie-
ren will. Hierzu betrachten wir wie oben m hintereinander liegende theo-
retische Periodenrenditen 74, ..., ¥4 und P, ..., 2. Die zweidimensio-

6 Um in diese Zusammenhinge etwas mehr Einsicht zu erhalten, ware eine
Monte-Carlo-Simulationsstudie mit verschiedenen zugrundeliegenden Verteilun-
gen vonnoten.
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nalen Zufallsvariablen (v, 7B), ..., (r4, 7B) seien dabei unabhingig und
identisch verteilt.

Fir die stetigen Renditen gilt nun aufgrund der Bilinearitat der Kova-
rianz

m
(25) oap = Cov(rd B ) ZCov(rf‘, ) + 2, ‘Cov(rf‘, rf) =madyp.
i= _V_od i F ] —— e’
AB

Bei diskreten Renditen hingegen kann die Kovarianz

s
=

1

)

co( a0
=1 i

analog zu (24) auf komplexe Weise auf Cov(R2, RE) zuriickgefithrt
werden. Eine verlaBliche Schatzung auf Basis der theoretischen Berech-
nung ist jedoch in der Regel nicht mehr méglich.

Als Datenquelle fiir annualisierte Werte kann die Deutsche Bérse AG
dienen, welche tédglich annualisierte Volatilitdten, Korrelationskoeffi-
zienten und Beta-Faktoren fiir alle DAX-Aktien verdffentlicht. Die
Werte werden aus annualisierten Schitzungen (mit Stichprobenumfang
30 Tage bzw. 250 Tage) von Varianzen und Kovarianzen der stetigen
Rendite gewonnen.” Insofern miissen sie auch im Kontext der stetigen
Rendite interpretiert werden. Die (unbekannten) annualisierten Werte
der diskreten Rendite kénnen davon stark abweichen.

V. Die Konsequenzen verschiedener Verteilungsannahmen

Wie in Abschnitt IIT bereits angedeutet, haben bestimmte Verteilungs-
annahmen, die in verschiedenen Modellen getroffen werden, groBe Aus-
wirkungen auf Fragen des Schéatzens und Annualisierens von Erwar-
tungswert, Varianz und Kovarianz. Oft trifft man Verteilungsannahmen
fir die stetige Rendite r. Die Konsequenzen, die solche Annahmen fiir
die diskrete Rendite R besitzen, werden indes nicht immer ausreichend
beachtet.

Ein Hauptfall in der Lehrbuchliteratur sind normalverteilte stetige
Renditen.? Unter dieser Annahme gilt fiir den Erwartungswert der dis-
kreten Rendite:

7 Vgl. Deutsche Bérse (2000).
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L
2

(26) pr=E(R)=E(e - 1)=E()-1=¢""7 — 1.

Da auch annualisierte stetige Renditen normalverteilt sind, 148t sich
Formel (26) sowohl auf der Ebene der einfachen Perioden als auch auf
Jahresebene anwenden. Auch die Kovarianz zweier diskreter Renditen
1aBt sich auf die entsprechenden Parameter im stetigen Falle zurtickfiih-
ren. Es gilt:®

(27) CGV(RA, RB) = COV(EFA, ETE) —glatret %("i +¢2E)(ea,m —~1).

Hierbei bezeichnen ps und pp die Erwartungswerte, ¢% und o% die Va-
rianzen der stetigen Renditen der Papiere A und B. Mit o4p schlieB8lich
wird die Kovarianz auf Basis der stetigen Rendite bezeichnet.

Als Sonderfall der Formel (27) erhalt man die Varianz der diskreten
Rendite bei normalverteilter stetiger Rendite. Diese kann man auch zur
Annualisierung nutzen. Setzt man in der fiir die Varianz vereinfachten
Gleichung (27) nun p gleich my' und o* gleich mo’?, so hat man gegen-
iiber der Formel (24) eine deutlich kompaktere Annualisierungsformel
gefunden. Ersetzt man z/ und ¢* nun durch ihre Schitzwerte, so kann
man immerhin noch eine konsistente Schéatzung der diskreten Jahres-Va-
rianz erreichen. Es ergibt sich der konsistente Schiatzer

9 et +57) (gne* _ )

fiir 0%, der allerdings nicht erwartungstreu ist. Als Alternative zur An-
wendung der Formel (24) scheint die beschriebene Vorgehensweise den-
noch als ein gangbarer Weg. Im Grunde annualisiert man die geschitzten
Parameter der stetigen Rendite korrekt und rechnet diese dann in die
entsprechenden Werte der diskreten Rendite um. Solches Vorgehen kann
aber aufgrund seiner mangelnden Erwartungstreue nur bei grofien Stich-
probenumfingen und auBerdem nur bei geltender Normalverteilungsan-
nahme verwendet werden. Generell zu empfehlen ist es nicht.

8 Siehe z.B. Hull (2000), Abschnitte 10.3 bis 10.6. Man beachte, daB dort der
Parameter p der Driftrate des betrachteten stochastischen Prozesses entspricht
und nicht mit dem Erwartungswert aus dieser Arbeit identisch ist. Der pu-Wert

0.2
dieser Arbeit entspricht dem Wert p — T bei Hull (2000).
9 Die angegebene Formel gilt generell fiir die Kovarianz lognormalverteilter Zu-
fallsvariablen. Der Beweis erfolgt tiber das Ansetzen des entsprechenden Integrals

unter Zuhilfenahme der Dichte der betrachteten zweidimensionalen Zufallsvaria-
ble. Siehe hierzu etwa Poirier (1995), S. 129 £.
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Bei Normalverteilungsannahme berechnet sich die Korrelation p(R4,
RP) der diskreten Renditen unter Zuhilfenahme von Formel (27) als

e’4B — ]
)

Fir die Korrelation sind also dann die Erwartungswerte ps und pg
nicht mehr von Belang.

p(RY,RP) =

(29)

Von der Normalverteilungsannahme kann allerdings nicht immer aus-
gegangen werden. Zahlreiche empirische Studien legen nahe, daf} die
stetigen Renditen bei Finanzmarktdaten schwerere Rander als bei Nor-
malverteilung besitzen.'” Eine neuere Arbeit von Bamberg/Dorfleitner
(2001) zeigt, daB dann meist der Erwartungswert (sowie Varianzen oder
Kovarianzen) der diskreten Rendite gar nicht existiert. Eine Berechnung
dieser Groflen eriibrigt sich dann ebenso wie die gesamte klassische Ka-
pitalmarkttheorie. Leider bleiben dann nicht mehr viele mégliche Vertei-
lungstypen mit etwas schwereren als normalverteilten Réndern iibrig.

Oftmals werden auch beziiglich der diskreten Rendite Verteilungs-
annahmen getroffen, ohne daBl geklart wird, was dies fiir die stetigen
Renditen bedeutet. Ein Beispiel hierfiir wire etwa die Normalverteilung
der diskreten Rendite, die negative Kurse zulaBt und zur Nichtdefiniert-
heit der stetigen Rendite fiihrt, falls das Kursverhatnis negativ ist.

Ein gangbarer Kompromif} ist die fiir die Abschnitte III und IV ge-
wihlte Voraussetzung der Existenz der ersten beiden Momente und das
Unterlassen von weiteren Annahmen zur konkreten Verteilungsform.
Damit kann man immerhin viele statistische Ergebnisse erzielen. Was
sich darauf aufbauend jedoch noch an Entscheidungstheorie treiben 1&48t,
beschrankt sich auf das p-o-Prinzip, das seinerseits wiederum gewisse
Unzulinglichkeiten beinhaltet.!!

VL. Ein praktisches Beispiel

Im folgenden betrachten wir im 21 Wochen umspannenden Zeitraum
vom 17. Mai 2000 bis zum 14. Oktober 2000 jeweils am Mittwoch den
SchluBkurs an der Frankfurter Wertpapierborse der Aktien der Deut-

10 In der Literatur gibt es seit Mandelbrot (1963) unzihlige Arbeiten, die auf die
Verletzung der Normalverteilungspriamisse und insbesondere auf die schweren
Rander von Renditedaten hinweisen. Fiir einen kleinen Uberblick sei exempla-
risch verwiesen auf Runde/Scheffner (1998).

11 Vgl. Bamberg/Coenenberg (2000), S. 105 ff.
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schen Telekom und der T-online AG. Des weiteren liegt jeweils zu den-
selben Zeitpunkten die DAX-Notierung vor.

Aus diesen Daten lassen sich jeweils 20 Wochenrenditen berechnen.
Tabelle 4 zeigt die Kurse jeweils am Mittwoch sowie daraus errechnet
die diskreten und stetigen Wochenrenditen.

Auf Grundlage dieser Daten sollen nun einige der in den vorigen Ab-
schnitten gemachten Uberlegungen exemplifiziert werden. Wir betrachten
dazu zunachst nur die DAX-Zeitreihe. Fir die sich anschlieBenden Kova-
rianz-Uberlegungen werden dann alle drei Zeitreihen beriicksichtigt.

Wir berechnen zuerst die resultierende Gesamt-Rendite fiir den Zeit-
raum vom 17. Mai 2000 bis zum 14. Oktober 2000. Die stetige Rendite
betragt ro00 = —0,0553, die diskrete Rys = —0,0538. Nun 148t sich auch
der Erwartungswert der Wochenrenditen schétzen. Im stetigen Fall be-
tragt der Schiatzwert gemaB (11):

1
i == = —0,0028.
=5 oz ,0028

Tabelle 4
Wochendaten fiir das praktische Beispiel

T-online Dt. Telekom DAX
Woche Kurs R r Kurs R r Kurs R r

0 41,50 62,85 7211,51

1 3595 -0,1337 -0,1436 57,15 -0,0907 -0,0951 6834,88 -0,0522 -0,0536
2 39,25 0,0918 0,0878 67,00 0,1724 0,1590 7109,67 0,0402 0,0394
3 39,00 -0,0064 -0,0064 67,30 0,0045 0,0045 7292,98 0,0258 0,0255
4 39,20 0,0051 0,0051 67,55 0,0037 0,0037 7350,94 0,0079 0,0079
5 37,00 -0,0561 -0,0578 63,55 -0,0592 -0,0610 7100,09 -0,0341 -0,0347
6 34,28 -0,0735 -0,0764 63,50 -0,0008 -0,0008 7056,05 -0,0062 -0,0062
7 33,30 -0,0286 -0,0290 5749 -0,0946 -0,0994 6961,73 -0,0134 -0,0135
8 32,00 -0,0390 -0,0398 57,65 0,0028 0,0028 7065,97 10,0150 0,0149
9 34,95 0,0922 0,0882 60,50 0,0494 0,0483 7366,57 0,0425 0,0417
10 32,40 -0,0730 -0,0758 50,80 -0,1603 -0,1747 7302,12 -0,0087 -0,0088
11 29,00 -0,1049 -0,1109 45,69 -0,1006 -0,1060 7112,45 -0,0260 -0,0263
12 29,05 0,0017 0,0017 46,65 0,0210 0,0208 7226,71 0,0161 0,0159
13 31,25 0,0757 0,0730 46,75 0,0021 0,0021 731527 10,0123 0,0122
14 28,40 -0,0912 -0,0956 42,50 -0,0909 -0,0953 7232,78 -0,0113 -0,0113
15 28,10 -0,0106 -0,0106 43,61 0,0261 0,02568 7185,56 -0,0065 -0,0066
16 32,20 0,1459 0,1362 46,75 0,0720 0,0695 7333,02 0,0205 0,0203
17 30,65 -0,0481 -0,0493 42,25 -0,0963 -0,1012 7006,26 -0,0446 -0,0456
18 2545 -0,1697 -0,1859 39,60 -0,0627 -0,0648 6765,23 -0,0344 -0,0350
19 29,90 0,1749 10,1611 38,58 -0,0258 -0,0261 6814,06 0,0072 0,0072
20 24,45 -0,1823 -0,2012 39,90 0,0342 0,0336 6823,43 0,0014 0,0014
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Im diskreten Fall erhélt man analog

1 20
iy = Z—Z —= —0,0024.
Wiirde man letzteren Schitzwert ebenfalls mittels der Gesamtrendite
als _Z%RO’ZD = —0,0027 berechnen, so wire dies eine verzerrende Approxi-
mation.

Die nach Formel (15) finanzmathematisch korrekte diskrete Wochen-
rendite hingegen wire

1
B=2/T+Ros —1=e20"020 _1=_0,0028.

Mit diesem Wert unterschitzt man jedoch den wahren Schatzwert jip
der erwarteten diskreten Wochenrendite. Der Fehler fillt allerdings
wegen der Nihe des Wertes zur Null nur gering aus.

Der annualisierte Schiatzwert der stetigen Rendite betrédgt
[i=52.j =—0,1438.

Diesen Wert kann man allerdings wohl kaum als den grundsé&tzlichen
Trend des DAX ansehen. Er beschreibt allerdings korrekt die Tendenz,
die sich aus der Stichprobe der betrachteten 20 Wochen ableiten 1483t.

Im diskreten Fall kann die Annualisierung nur durch die (lediglich
konsistente) Schatzung

fr = (L+ )" -1

durchgefiihrt werden. Es ergibt sich der Wert —0,1187, der deutlich von
dem der stetigen Rendite abweicht.

Zur Berechnung der Volatilitdt bendtigt man zunédchst die (geschéatzte)
Varianz der Wochenrenditen. Dazu berechnet man

120

7 == "(r - i¥)*=0,000710.
19 &

Die (jahrliche) Volatilitit der stetigen Rendite wird nun durch v/ 52¢2
geschatzt. Durch die Wurzelbildung wird zwar auch hier die Erwar-
tungstreue zerstort. Dies wird jedoch in der Regel in Kauf genommen, da

es sich dabei immer noch um eine konsistente Schitzung handelt und die
Verzerrung in der Regel gering bleibt. Im Beispiel ergibt sich der Wert
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0,1921, welcher in etwa den langjahrigen Erfahrungswerten beim DAX
entspricht.

Im Falle der diskreten Renditen ergibt sich eine wochentliche Varianz
von 0,000702. Hier wollen wir auf eine Annualisierung verzichten, da es
wie in Abschnitt IV ausgefiihrt bei der Schétzung zu erheblichen Unge-
nauigkeiten kommen wiirde. Setzt man allerdings zusatzlich eine Nor-
malverteilung der stetigen Renditen voraus, so liefert (28) immerhin noch
eine konsistente, aber nicht erwartungstreue Schéitzung fiir die Varianz
der diskreten Jahresrendite. Im Beispiel ergibt sich dabei der Wert
0,1710 fiir die Jahresvolatilitat, also ein vom stetigen Fall abweichender
Wert.

Bevor wir nun zur Kovarianzschatzung kommen, faBt die Tabelle 5 die
geschitzten Parameterwerte der stetigen Renditeverteilungen der Aktien
T-Online und Deutsche Telekom sowie des DAX zusammen. Bemerkens-
wert sind die stark negativen Werte fiir den annualisierten Erwartungs-
wert bei der T-Online- und der Deutschen-Telekom-Aktie. Dies liegt an
der ausgepragten Abwirtstendenz im untersuchten Zeitraum und hat
groBe Auswirkungen beim Annualisieren von Varianzen und Kovarianzen.

Nun berechnen wir verschiedene Werte fiir die Kovarianzen zwischen
den Renditen. Tabelle 6 enthéalt die geschatzten Werte der Wochen-Kova-
rianzen zwischen je zwei der drei Papiere. Dabei sind die Werte fiir ste-
tige und diskrete Rendite ausgewiesen.

Tabelle 5
Geschiitzte Parameterwerte der stetigen Renditeverteilungen

T-online Dt. Telekom DAX
wichentlich  annual. wichentlich annual. wichentlich  annual.
Erwartungswert -0,026453 -1,375564  -0,022719 -1,181374  -0,002766 -0,143822
Varianz 0,009915 0,515602 0,005949 0,309349 0,000710 0,036903

Standardabweichung  0,099576  0,718054  0,077130 0556192  0,026640  0,192102

Tabelle 6

Geschiitzte Wochen-Kovarianzen

geschatzte wochentliche Kovarianz zwischen
T-onl./Dt. Telek. Dt. Telek./DAX T-onl./DAX

stetig 0,003987 0,001553 0,001768
diskret 0,003975 0,001543 0,001737

Kredit und Kapital 2/2002



236 Gregor Dorfleitner

Man erkennt hier kaum Abweichungen zwischen den stetigen und den
diskreten Werten. Dies dndert sich drastisch in der Annualisierung. Bei
den stetigen Werten geschieht diese einfach mittels Multiplikation mit
52. Die diskreten Werte werden exemplarisch unter Normalverteilungs-
annahme annualisiert, was methodisch als nicht ganz unproblematisch
gelten mull. Auch wenn man sich also auf diese Werte nicht allzu sehr
verlassen kann, so erhilt man doch einen Eindruck, wie sehr sich annua-
lisierte stetige und diskrete Werte unterscheiden kénnen. Die Ergebnisse
gibt die Tabelle 7 wieder.

Tabelle 7
Geschatzte annualisierte Kovarianzen

geschétzte Kovarianz zwischen
T-onl./Dt. Telek. Dt. Telek./DAX T-onl./DAX
stetig 0,2073 0,0808 0,0919
diskret 0,0270 0,0266 0,0278

Hierbei féllt die grofle Diskrepanz zwischen den Werten bei stetigen
und bei diskreten Renditen auf. Dies erklart sich folgendermafen: In der
Formel (27), die man auch zum Annualisieren benutzt, gehen die annua-
lisierten p-Werte entscheidend mit ein. Ein stark negativer Wert fiir den
annualisierten Erwartungswert, wie er sich in unserem Beispiel bei allen
drei Zeitreihen ergibt (vgl. Tabelle 5), sorgt dafir, da3 auf Jahressicht die
Kurse gedriickt werden. Dies spiegelt sich in diskreten Jahresrenditen
wider, die weit unterhalb der Null liegen. Im Bereich (—oo; 0] gibt es nun
nicht so viel Spielraum fiir die Werteauspragungen der diskreten Rendite
wie im stetigen Fall, da der Wertebereich der diskreten Rendite bei
-100% endet. Dieser rein mathematische Sachverhalt schlagt sich in ver-
minderten Varianzen und Kovarianzen nieder.

Berechnet man auf Basis der hier geschatzten Werte auch Korrelatio-
nen oder Beta-Faktoren, so stellt man immer noch gewisse (teilweise
enorme) Diskrepanzen zur stetigen Rendite fest, die Differenz fallt
jedoch nicht mehr so groB aus wie bei den Kovarianzwerten. Festzuhal-
ten bleibt, daBl man bereits in diesem Beispiel die Unterschiede zwischen
den Werten bei beiden Renditebegriffen kaum vernachlassigen kann, da
sie zum Teil sogar ganze Groflenordnungen betragen.
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VII. Wichtige Anwendungsbereiche und Ausblick

Die bisher gemachten obigen Ausfiihrungen sind fir viele Gebiete der
finanzwirtschaftlichen Theorie und Praxis relevant. Im Prinzip 148t sich
aufgrund der Eigenschaften der Renditebegriffe folgern, daBl bei Model-
len, die sich einer Portfolio-Sichtweise bedienen, die diskrete und bei
solchen, die Zeitreihen betrachten, die stetige Rendite zum Einsatz
kommen soll.

Im folgenden wird auf einige konkrete bedeutende Gebiete kurz einge-
gangen.

¢ Beim Capital Asset Pricing Model (CAPM) und der Arbitrage Pricing
Theory (APT) handelt es sich um theoretische Erklarungsansatze, die
die Entwicklung der (erwarteten) Renditen von Aktien in Zusammen-
hang mit den Renditen des Gesamtmarktes oder anderer 6konomischer
Variablen bringen.!? Da sich die theoretische Begriindung aber auf
Portfolio-orientierte Arbitrageiiberlegungen stiitzt, verwenden beide
Modelle die diskrete Rendite. Fiir die rein statistische Auswertung a8t
sich aber ebenso leicht die stetige Rendite benutzen, die zudem eher
als normalverteilt angenommen werden kann. Deshalb findet sich in
empirischen Studien oft dieser Renditebegriff wieder. Die verwendeten
Werte des Erwartungswertes und der Volatilitdt konnen zumindest bei
Renditeausprégungen von betragsméfig mehr als 10 % dabei allerdings
nicht als valide gelten.

¢ Die Black-Scholes-Formel zur Berechnung von Optionspreisen erfor-
dert aufgrund der Modellvoraussetzungen zwingend die Verwendung
der stetigen Rendite. Auch (G)ARCH- und verwandte Modelle, die auf
der Beschreibung der kumulierten Rendite als Zeitreihe beruhen,
setzen diesen Renditebegriff voraus.’® In beiden genannten Gebieten
spielt denn auch der Volatilitatsbegriff eine zentrale Rolle. Bei
(G)ARCH-Modellen geht es darum, die Autokorrelation der Renditen
und uber den Zeitablauf schwankende Volatilitaten zu modellieren. In-
sofern stellen sie einen interessanten Ausweg aus der hier vorgenom-
menen Beschrankung auf Unabhéngigkeit und identische Verteilung
der Renditen dar.

¢ Zur Berechnung des Value-at-Risk (VaR) im Risiko-Management be-
notigt man bei einem linearen Portfolio den Begriff der diskreten
Rendite. Um jedoch zu Verteilungsaussagen zu kommen, wird gerne

12 Siehe Uhlir/Steiner (1994), S. 185 ff.
13 Fiir eine Einfithrung sei verwiesen auf Gouriéroux (1997).
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hierfiir Normalverteilung angenommen.}* Dies fithrt zu den oben er-
wahnten Inkonsistenzen bei der stetigen Rendite. Bei verschoben log-
normalverteilten diskreten Renditen hingegen kann man die Verteilung
des Gesamtportfolios nicht mehr analytisch bestimmen. Eine Monte-
Carlo-Simulation ist jedoch als Ausweg denkbar.

¢ Ein weiteres interessantes Gebiet im Zusammenhang mit der hier ertr-
terten Problemstellung sind Ereignis-Studien.'® Hierbei geht es im we-
sentlichen darum, festzustellen, welchen Einflufl bestimmte Ereignisse
auf den Kurs von Aktien besitzen. In diesem Zusammenhang werden
abnormale Renditen von bestimmten Ereignissen ermittelt. Zur Erzie-
lung dieser Renditen miifite man ein entsprechendes Portfolio bilden.
Da Ereignis-Studien also eine Portfolio-Idee zugrunde liegt, sollte man
hier mit diskreten Renditen arbeiten.

e Auch das durch diverse Finanzinnovationen wie Index-Partizipations-
scheine, Index-Fonds oder Futures auf neue Indizes immer wichtiger
werdende Gebiet des Index-Trackings bedient sich einer Portfolio-Per-
spektive. Der Tracking-Error, der als die Abweichung des Nachbil-
dungsportfolios von der Index-Rendite definiert wird, erfordert des-
halb die Verwendung von diskreten Renditen.*®

Insgesamt 1468t sich festhalten, daf in Anwendungskontexten die dis-
krete Rendite haufiger als der geeignete Begriff erscheint. Dennoch sind
die statistischen Eigenschaften der stetigen Rendite wesentlich attrakti-
ver. Wenn die Portfolio- und Zeit-Orientierung zugleich anzutreffen sind,
etwa bei einem Portfolio-Modell, in welchen die Renditen einzelner
Wertpapiere iiber viele Perioden hinweg beobachtet werden, laBt sich
immer noch eine Aggregation der diskreten Renditen auf finanzmathe-
matisch korrekte Weise vornehmen. Jedoch gehen durch die dann erfor-
derlichen nichtlinearen Verkniipfungen oft wichtige statistische Eigen-
schaften verloren. Folgende Erkenntnisse lassen sich zusammenfassend
festhalten:

e Kann man ausnahmsweise dafiir argumentieren, dafl die Werte der
Rendite sehr nahe bei Null liegen, so besteht zwischen beiden Rendite-
definitionen (und den zugehoérigen Wertparametern) nahezu kein Un-
terschied und man kann die Vorteile beider Begriffe nutzen.

14 Vgl. J. P. Morgan/Reuters (1996).

15 Eine Einfiihrung in dieses Feld der Kapitalmarktforschung bietet Roder
(1999).

16 Vgl. Wagner (1996).
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* Meist mufl man sich fiir die Verwendung einer der beiden Definitionen
entscheiden. Dabei hat man oft aufgrund der Fragestellung oder ge-
winschter Modelleigenschaften keine Wahl und wahlt deshalb die dis-
krete Rendite.

¢ Der Begriff der stetigen Rendite benétigt keine Normalverteilungsan-
nahme. Unter der Annahme von Verteilungen mit schweren Réndern
allerdings existieren weder Erwartungswerte noch (Ko-)Varianzen der
diskreten Renditen.

¢ Der Erwartungswert einer stetigen Rendite liegt immer unterhalb des
Erwartungswertes der zugehorigen diskreten Rendite. Fiir die Varian-
zen und Standardabweichungen gilt solch eine Ungleichung nicht. Die
Werte stimmen auch hier im allgemeinen nicht tiberein. Jedoch nimmt
in manchen Fillen die Varianz der stetigen, in manchen die der diskre-
ten Rendite groBere Werte an.

* Stochastische Anlagealternativen, die hinsichtlich der diskreten Ren-
dite p-c-effizient sind, miissen diese Eigenschaft nicht notwendiger-
weise auch beim Ubergang zur stetigen Rendite aufweisen.

e Annualisierte Werte fiir Volatilitdt und Kovarianz der diskreten Ren-
dite lassen sich bei unterjdhrigen Daten zwar theoretisch berechnen,
jedoch nicht immer statistisch sinnvoll schitzen. Unter Umstédnden
werden fiir eine verlidBliche Schitzung sehr groBe Stichprobenumfinge
benotigt. Im Unterschied zu den stetigen Renditen hiangt die annuali-
sierte Volatilitit bei diskreten Renditen auch entscheidend vom Erwar-
tungswert der Rendite ab. Deshalb stellt man teilweise groe Unter-
schiede zu den Werten der Volatilitat fiir den stetigen Renditebegriff
fest.

Da diese Fakten zum Teil wenig bekannt sind, kann man in der existie-
renden Literatur zwei Arten von Inkonsistenzen finden. Zum einen wird
manchmal schlicht der dem Zweck nicht angemessene Renditebegriff
verwendet. Zum anderen wird héufig unter Verwendung nur eines Be-
griffes (meist der diskreten Rendite) nicht ganz korrekt gerechnet sowie
statistisch inkorrekt geschlossen.

Diese Arbeit deutet einige mogliche Auswege aus den skizzierten Pro-
blemfeldern an. In manchen Situationen aber scheint kein Kénigsweg zu
existieren. An den dargestellten Problemen sollte weiter theoretisch und
empirisch gearbeitet werden. Einige der heutzutage iiblichen Vorgehens-
weisen werden jedoch eventuell neu zu tiberdenken sein.
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Zusammenfassung

Stetige versus diskrete Renditen
Uberlegungen zur richtigen Verwendung
beider Begriffe in Theorie und Praxis

Diese Arbeit untersucht Unterschiede zwischen den Begriffen der stetigen und
der diskreten Rendite. Diese Unterschiede besitzen gerade im Hinblick auf stocha-
stische und statistische Eigenschaften eine grofle Bedeutung fiir viele Felder der
Kapitalmarkttheorie und der Finanzwirtschaft. Dabei wird auch explizit auf
Fragen der Annualisierung und der Schitzung von Varianzen und Kovarianzen
eingegangen. Anhand eines praktischen Beispiels werden Hinweise fiir den richti-
gen Umgang mit den beiden GréBlen gegeben. Die Arbeit enthélt auBerdem einige
Beispiele zu intuitiv nicht sofort einsehbaren Sachverhalten, darunter eines, wel-
ches eine mégliche (u, )-Dominanz-Umkehr beim Ubergang von der diskreten zur
stetigen Rendite beweist. (JEL G11, G12)
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Summary

Log Returns Versus Simple Returns
Delibrations on How to Use Both Terms Properly in Theory and in Practice

This article analyses the differences between log and simple returns. Such dif-
ferences are of great importance in many fields of capital market theory and fi-
nancial management as far as stochastic and statistical properties are concerned.
The article also addresses the question of annualising and estimating the var-
iances and co-variances. On the basis of a practical example, the proper handling
of both terms is shown. In addition, the article contains a few examples concern-
ing non-intuitive facts, including one that proves a possible (i, o) dominance in-
version when changing from the simple to the log return notion.

Résumé

Rendements logarithmiques versus rendements simples
Réflexions sur l'utilisation correcte de ces deux notions
dans la théorie et la pratique

Cet essaie examine les différences entre les notions des rendements logarithmi-
ques et simples. Surtout en ce qui concerne les propriétés stochastiques et statisti-
ques, ces différences portent une grande signification & beaucoup de domaines de
la théorie des marchés des capitaux et de ’économie financiére. En outre, 1'auteur
analyse explicitement des questions de l’annualisation et de l'estimation des va-
riances et des covariances. En se basant sur un exemple pratique, il donne des
indications pour utiliser correctement ces deux facteurs. En plus, 'essaie contient
quelques exemples concernant des aspects qui ne sont pas intuitivement compré-
hensible immédiatement. Le reversement possible de la dominance (u, o) en trans-
formant les rendements logarithmiques aux rendements simples est prouvé dans
une de ces exemples.
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