Die Algorithmen von Scarf und Merrill
zur numerischen Berechnung allgemeiner Gleichgewichte

Eine Einfiihrung mit Beispielen aus der Steuerpolitik

Von Wolfgang Wiegard*

Der vorliegende Beitrag verfolgt den Zweck, die Algorithmen von Scarf
und Merrill zur Losung nicht-linearer allgemeiner Gleichgewichtsmodelle zu
erldutern. Anhand einfacher Beispiele werden mogliche Anwendungen auf
steuerpolitische Problemstellungen aufgezeigt. Auf die Darstellung der die-
sen Algorithmen zugrundeliegenden mathematischen Theorie wird weit-
gehend verzichtet; neben der Erlduterung des dkonomischen Hintergrunds
werden vor allem einfache Handlungsanweisungen zur Implementierung
dieser Verfahren angegeben.

1. Vorbemerkungen

Ein zentraler Streitpunkt in der sog. , Wirtschaftsrechnungsdebatte*
der 30er Jahre war die Moglichkeit der numerischen Ermittlung von
Gleichgewichtspreisen eines allgemeinen Walras-Modells. Hatte v. Mises
(1920) die Existenz von Preisen als Indikatoren der relativen Knappheit
von Giitern noch fiir unvereinbar mit dem Kollektiveigentum an Pro-
duktionsmitteln gehalten, argumentierten Robbins (1934) und v. Hayek
(1940) nicht mit der theoretischen, sondern mit der praktischen Unmog-
lichkeit einer effizienten Allokation in einer sozialistischen Okonomie.
Es sei einfach ausgeschlossen, eine groBe Anzahl nicht-linearer Glei-
chungen und Ungleichungen numerisch zu lésen, um die gleichgewichti-
gen , Schattenpreise” der Giiter und Faktoren zu ermitteln. O. Lange
hat dem entgegengehalten, dall auch in sozialistischen Volkswirtschaften
der Markt die Rolle des Analogrechners iibernehmen kénne. In seinem
wohl letzten Aufsatz (1967) schreibt Lange allerdings, dafl seine Antwort
an v. Hayek und Robbins angesichts der modernen Computertechnolo-
gie heute wesentlich einfacher ausfallen wiirde: Man brauche das zu
losende System nicht-linearer (Un-)Gleichungen nur auf dem Computer
zu implementieren, und wiirde die Losung in weniger als einer Sekunde
erhalten.

* Dieser Beitrag wurde im Mai 1984 wihrend eines von der Deutschen
Forschungsgemeinschaft finanzierten Aufenthalts an der University of
Western Ontario, London, Kanada, fertiggestellt.
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In der Tat bereitete die numerische Losung linearer Gkonomischer
Modelle zum damaligen Zeitpunkt keine allzu groflen Schwierigkeiten
mehr, Reichlich tibertrieben war Langes Aussage aber im Hinblick auf
die Losung nicht-linearer Gleichgewichtsmodelle. Erst die bahnbrechen-
den Arbeiten von H. Scarf (1967, 1973) lieferten einen Algorithmus zur
numerischen Bestimmung von Gleichgewichtspreisen eines allgemeinen
Konkurrenzmodells. Scarfs Algorithmus wurde seitdem von verschie-
denen Autoren modifiziert und im Hinblick auf die zum Auffinden der
Losung erforderliche Computerzeit wesentlich verbessert.

Mit der Mdglichkeit, komplizierte nicht-lineare tkonomische Gleich-
gewichtsmodelle zu l6sen, war zugleich die Voraussetzung fiir die Durch-
fithrung numerischer Politikanalysen geschaffen. Vor allem J. Shoven
und J. Whalley haben den Scarf-Algorithmus modifiziert, um unter-
schiedliche wirtschafts- und finanzpolitische Problemstellungen analy-
sieren zu kdénnen. Die Bedeutung der ,Angewandten Allgemeinen
Gleichgewichtstkonomie“ ist im angelsdchsischen Raum heute kaum
noch umstritten. In Shoven/ Whalley (1984) findet sich ein Uberblick
iber die unterschiedlichen Anwendungen und Ergebnisse dieser Mo-
delle. Nicht zuletzt aufgrund dieser Arbeiten besteht die Aussicht, daB
der der neoklassischen Theorie gegeniiber immer wieder erhobene Vor-
wurf der empirischen Leere zumindest abzuschwichen ist.

Ein ganz erhebliches Problem fast aller Beitrdge zur ,Angewandten
Allgemeinen Gleichgewichtstkonomie“ besteht nun darin, dall} die er-
zielten Ergebnisse in der Regel kaum nachpriifbar sind. Zum einen
finden sich (aus Platzgriinden) nur unzureichende Angaben zur Daten-
grundlage, zum anderen sind die Verfahren und Codes zur numerischen
Berechnung allgemeiner Gleichgewichte weitgehend unbekannt.

Der vorliegende Beitrag verfolgt deshalb den Zweck, die Grundidee
der Algorithmen von Scarf und Merrill (1972) zur Losung nicht-linearer
okonomischer Modelle zu erldutern und mdégliche Anwendungen auf
finanzpolitische Problemstellungen anhand einfacher Beispiele zu ver-
deutlichen. Dabei legt der Scarf-Algorithmus die wesentlichen Grund-
lagen fiir das Verfahren von Merrill.

Auf die Darstellung der diesen Algorithmen zugrundeliegenden
Theorie wird hier weitgehend verzichtet. Statt dessen sollen einfache
Anweisungen zur Anwendung dieser Verfahren geliefert werden. Eben-
so wie es in der Okonomie méglich (und iiblich) ist, mit den ersten und
zweiten partiellen Ableitungen von z. B. Nutzen- und Produktionsfunk-
tionen zu arbeiten, ohne jemals ein Mathematikbuch zur Differential-
und Integralrechnung gelesen zu haben, kénnen die Algorithmen von
Scarf und Merrill angewandt werden, ohne die entsprechende Theorie
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zu beherrschen. Natiirlich erweist sich die Kenntnis der mathematischen
Grundlagen hier wie dort als sinnvoll. Man beachte zum hier behandel-
ten Problemkreis vor allem die Arbeiten von Scarf (1973, 1982) oder die
allgemeinere Literatur zu den Fixpunktalgorithmen.!

Neben den hier vorgestellten Verfahren gibt es eine ganze Reihe
weiterer Algorithmen zur Berechnung 6konomischer Gleichgewichts-
losungen — vgl. etwa Teil II in Ginsburg / Waelbroeck (1981) oder die in
Fn. 1 angegebene Literatur.

Fiir den an wirtschafts- und finanzpolitischen Problemen interessier-
ten Okonomen ist die Art des Lsungsverfahrens weitgehend irrelevant.
Wichtig ist in erster Linie, daf er ein Verfahren kennt, das funktioniert
und im Hinblick auf die benttigte Computerzeit effizient ist.

In diesem Beitrag gehen wir durchweg von differenzierbaren Pro-
duktionsfunktionen aus, klammern also die von Scarf vorrangig behan-
delte Aktivitdtsanalyse aus. Der Grund liegt darin, daB in nahezu allen
empirischen Anwendungen Modelle der im n#chsten Kapitel beschrie-
benen Art zugrundegelegt werden.

II. Ein einfaches allgemeines Gleichgewichtsmodell

In diesem Kapitel wird ein einfaches allgemeines Gleichgewichts-
modell mit H Konsumenten, N Konsumgiitern und den beiden Produk-
tionsfaktoren Arbeit und Kapital skizziert.

In der betrachteten Okonomie sollen also h = A, ..., H Konsumen-
ten existieren. Die Giiternachfrage- und Faktorangebotsfunktionen des
h-ten Konsumenten

(1) x} =z @y, ..., oy, T, W) i=1 cui, N
Lh= Lh(py, ..., Py, T, W)
Kh = Kh(py, ..., Dy, T, W)

kdnnen als Losung des individuellen Optimierungsproblems

(2 Maximiere Uk, ..., Xk, Lk KB

unter der

N
h
Nebenbedingung j§1 Djx; = wLh 4+ TKh

interpretiert werden.

Dabei sind die x;' die vom h-ten Konsumenten nachgefragten Mengen
des Gutes j, L* bzw. K* die individuell angebotenen Mengen von Arbeit
bzw. Kapital und p;, , w die entsprechenden Preise.

1 Etwa Todd (1976), Liithi (1976), van der Laan (1980), Talman (1980).

46



712 Wolfgang Wiegard

Die Nutzenfunktion U’ (-) soll mit den iiblichen wiinschenswerten
Eigenschaften ausgestattet sein; die Gleichungen (1) sind homogen vom
Grade Null in allen Preisen.

Auf der Produktionsseite unterstellen wir j =1, ..., N Einprodukt-
unternehmen mit den linear-homogenen Produktionsfunktionen

3) Qi = Qi (Li, Ki) i=1...,, N.

@7, Ki, Li bezeichnen den Output bzw. den Faktoreinsatz im Unter-
nehmen j.

Legt man als Verhaltenshypothese das Streben nach Kostenminimie-
rung zugrunde, erhilt man aus dem entsprechenden Optimierungspro-
blem der j-ten Unternehmung die jeweiligen Faktornachfragefunktionen

1C)) Li = Li(r,w, @)
Ki =Ki(r,w, @) ,

die homogen vom Grade Null in den Faktorpreisen sind.

Fiir positive Preise? ist ein Gleichgewicht in diesem Modell durch die
Ubereinstimmung von insgesamt nachgefragten und angebotenen Men-
gen auf den Giiter- und Faktormirkten charakterisiert, d. h. durch die
Gleichungen

H
®) hZAx’;(pl,...,pN,r,w)—Qr‘=o o

N H

Z Li (T: w, QJ)_ Z Lh{pl! ceey Py, T, w) =0

i=1 h=A

N H

2 Kio,w,@)— ¥ Kh(py, ..., py1T,w)=0.

ji=1 h=A

AuBerdem ist sichergestellt, dal Ertrige und Kosten innerhalb eines
Unternehmens iibereinstimmen (falls der Output im Gleichgewicht
positiv ist):

(6) p; @i = wLi (r, w, @) 4 TKi (1, w, @) .

Aufgrund des Walras-Gesetzes
N ) ) S N H
(M 2 ple—- ¥ x0l+wlX Li)— X L]+
i=1 h=A i=1 E=A

N . H
r[ ZKi()— X Kr()]=0
ji=1 h=4

2 Bei einem Preis von Null wire die entsprechende Gleichung (5) dahin-
gehend abzuidndern, daB die insgesamt nachgefragte Menge nicht grifier als
die insgesamt angebotene Menge ist.



Die Algorithmen von Scarf und Merrill 713

und der wegen der Homogenititseigenschaft von Angebots- und Nach-
fragefunktionen moglichen Normierung des Preissystems, wéire eine
Losung des Modells etwa dann bestimmt, wenn man N + 1 (positive)
Preise ermitteln konnte, die N + 1 der Marktgleichgewichtsbedingungen
(5) erfiillen. Man kann nun zwar Bedingungen fiir die Existenz einer
solchen Losung angeben?®; offensichtlich ist aber, dal die numerische
Ermittlung eines gleichgewichtigen Preisvektors jedenfalls dann schwie-
rig wird, wenn die Anzahl der Giiter und Faktoren ,,gro“ und/oder die
funktionale Form von Angebots- bzw. Nachfragefunktionen entspre-
chend kompliziert ist. Diese SchluBfolgerung bleibt giiltig, obwohl sich
die Dimension des Losungsraums in diesem Modell unschwer auf die
Zahl der (relativen) Faktorpreise reduzieren 148t. Anders ausgedriickt:
Durch geeignete Vorgehensweise ist es moglich, alle {ibrigen Variablen
des Modells als Funktion der Faktorpreise darzustellen. Zur Losung des
Systems ist dann ,nur“ noch die Ermittlung der gleichgewichtigen
Preise (r, w) bzw. des Faktorpreisverhiltnisses (r/w) derart erforderlich,
daB die UberschuB-Nachfragefunktionen fiir Arbeit und Kapital jeweils
gleich (oder kleiner gleich) Null sind.

Wir formulieren dieses Vorgehen dabei so, daB es spéater unmittelbar
(z. B. als Subroutine) in die Algorithmen von Scarf bzw. Merrill einge-
fiigt werden kann. Ausgangspunkt ist eine positive, aber ansonsten be-
liebige Faktorpreiskombination (r, w).

Ermittlung der Uberschuf-Faktornachfrage:

1. Bestimme bei gegebenen positiven Faktorpreisen (r, w) fiir jede Un-
ternehmung die kostenminimale Faktornachfrage pro Einheit des
Gutes j:

Lj , Ki , :
(8) —=lir,wl); —=kitr,w,1) 1= s

Qi (8] N

2. Ermittle die Konsumgiiterpreise als (linear-homogene) Funktion von
T, W

(9 p; (r, w) = wli (r, w, 1) + ki (r, w, 1) J=1; cuey N

und damit die von den Konsumenten nachgefragten Giiter- bzw. an-
gebotenen Faktormengen

(10) X rw) =% w), ..., pyCw,nw)  j=1,..., N
Li(r,w) = LA (py (r,w), ..., Py (T, w), 7, W) h=A,...,H
Kh (r,w) = Khp, (r,w), ..., Dy (r, ), T, w) .

3 Vgl. etwa Debreu (1982).
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3. Berechne die von den einzelnen Unternehmen produzierten Giiter-
mengen iiber die Gleichungen

H
(11) Qr,w)= X zj(rw) jetison N
h=A
und damit dann die einzelwirtschaftlichen Faktornachfragefunktionen

(12) Li(r,w) = U(r,w, 1) @ (r,w) j=1,..., N
Ki(r,w)=ki(r,w, 1) Qi (r,w)

4. Die gesamiwirtschaftlichen UberschuB-Faktornachfragefunktionen
ergeben sich dann zu

N H
(13) ogprw)= Y Kirnw)— 2 Khr,w)
i=1 h=A

N H
& (T) w) = z L] (1', L'J) S Z Lh (T: w) -
j=1 h=A

Da von gegebenen Faktorpreisen ausgegangen wurde, wird der Wert
der Funktionen gz, g7 im allgemeinen von Null abweichen. Aufgrund des
Walras-Gesetzes gilt dann, da genau eine dieser Uberschu-Nachfrage-
funktionen positiv, die andere negativ ist.

Die Ermittlung der gleichgewichtigen Faktorpreise iiber einen Wal-
ras’schen Tatonnement-Prozefl bietet sich unmittelbar an: Der Faktor-
preis, dessen UberschuBinachfrage positiv ist, wire zu erhdhen, der an-
dere entsprechend zu senken. Nun ist aber bekannt, dall ein derartiger
PreisanpassungsprozeB keineswegs immer zum Gleichgewicht konver-
giert.t

Die im né#chsten Kapitel beschriebenen Algorithmen von Scarf und
Merrill garantieren dagegen nicht nur die Existenz eines (wenn auch
nicht unbedingt eindeutigen) Gleichgewichts eines , well-behaved" 6ko-
nomischen Systems, sondern geben zugleich an, wie diese Lésung(en) zu
finden sind.

III. Die Algorithmen von Scarf und Merrill
(bei ganzzahliger Markierung)

1. Einige mathematische Definitionen und Konzepte

In diesen Vorbemerkungen sollen kurz die wichtigsten der den nach-
folgenden Ausfiithrungen zugrundeliegenden mathematischen Definitio-
nen und Konzepte angegeben werden. Eine ausfiihrlichere und exaktere

4 Hahn (1982) gibt einen Uberblick iiber die mathematische Literatur zur
Konvergenz von Tatonnement-Prozessen.
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Darstellung dieser Zusammenh#nge findet sich u.a. bei Scarf (1982)
oder Liithi (1976), dessen Terminologie hier iibernommen wird.

Die Algorithmen von Scarf und Merrill sind im wesentlichen nume-
rische Verfahren zur Bestimmung von Fixpunkten einer stetigen Ab-
bildung eines Simplex in sich selbst.

Ein m-dimensionales Simplex S (im folgenden abgekiirzt durch m-
Simplex) ist dabei die konvexe Hiille von m + 1 affin unabhingigen
Vektoren bl, ..., b?+! aus R?, d.h. die Menge aller Punkte x derart,
daB

m+1 ) m+1
xv_-jz: a;bi, mit o; >0 und z a=1,

= =1

Die Punkte b!, ..., b™+*1 nennt man Eckpunkte des Simplex. Als
Grenzfliche von S wird jedes (m — 1)-Simplex S’ bezeichnet, dessen
Eckpunkte eine Teilmenge der Eckpunkte von S sind. Sind die Eckpunkte

bl, ..., bm+! gerade die m + 1 Einheitsvektoren e!, ..., e™+1 heiBt S
das m-Standardsimplex.

Ein Punkt £ € S heifit Fixpunkt einer stetigen Abbildung f:S— S,
falls gilt £ = f (Z).

Eine Menge von Simplexen S!, ..., S*¥ heifit Simplizialzerlegung
(oder: Triangulation) von S, wenn

(a) S in der Vereinigung der Simplexe S!, ..., S¥ enthalten ist und

(b) die Schnittmenge zweier Simplexe S!, S™ entweder leer ist oder die
(gemeinsame) Grenzflache beider Simplexe enthilt.

Konstitutiv fiir die effiziente Implementierung der Scarf/ Merrill-
Algorithmen auf dem Computer ist die Wahl einer solchen Simplizial-
zerlegung, die sich gut fiir die numerische Durchfithrung der Algorith-
men eignet. Wir wihlen durchweg die von Scarf® angegebene Triangu-
lation des Standardsimplex, bei der sich ein typisches Simplex dieser
Simplizialzerlegung wie folgt charakterisieren 1:iBt. Gegeben sei ein sog.
Basispunkt b! aus dem R”+!, dessen Koordinaten sich durch (bi/D, ...,
bh.,/D) darstellen lassen, wobei D eine hinreichend groBe positive
ganze Zahl ist und bl , ..., bl,, nicht-negative ganze Zahlen sind, die
sich zu D addieren. Gegeben sei ferner eine Permutation 7z der Menge
{1, ..., n} mit n; als j-tem Element. Die Eckpunkte dieses typischen
Simplex sind dann durch die Punkte

5 Scarf (1982), 1035.
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(14) bi
und

1
bi:bi‘i-i-s‘ex,_l j=2,...,'ﬂ+1

bestimmt, wobei e; € R?+1 an der j-ten Stelle eine — 1, an der (j + 1)-ten
eine 1 und ansonsten nur Nullen hat (analog fiir e x;).

Die Koordinaten von bi(j =2, ..., n + 1) sollen dabei die gleichen
Eigenschaften haben wie die Koordinaten von b!. Die hier zugrunde-
gelegte Triangulation ist dann die Menge aller Simplexe, deren Eck-
punkte durch (14) gegeben sind. Der Faktor 1/D wird Feinheit der
Triangulation genannt.

Abbildung 1 verdeutlicht einige dieser Zusammenhinge im R3. Ein-
gezeichnet ist eine durch (14) charakterisierte Simplizialzerlegung des
2-Standardsimplex fiir D = 5.

Abb. 1

Fiir den Basispunkt b! = (2/5, 2/5, 1/5) und die identische Permutation
(1,2) etwa hilt man neben b! die Eckpunkte b2 = (1/5, 3/5, 1/)5, b3 =
(1/5, 2/5, 2/5), die das schraffierte Simplex definieren.

Durch Stireichung eines Eckpunktes und Hinzufiigung eines neuen
durchlaufen die Algorithmen von Scarf und Merrill eine Reihe benach-
barter Simplexe solange, bis eine Losung gefunden ist — vorausgesetzt
der Algorithmus zykelt nicht (vgl. dazu Kapitel V). Sobald festgelegt ist,
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welcher Eckpunkt auszutauschen ist, berechnet sich der hinzuzufiigende
Eckpunkt durch eine einfache Vorschrift. Wir wollen dazu annehmen,
dall die n + 1 Eckpunkte eines n-Simplex in Form einer (n 4+ 1) X
(n 4 1)-Matrix gespeichert wurden (tatsdchlich sind nur die Zdhler der
Eckpunkte zu speichern). Die j-te Spalte bi(j =1, ..., n + 1) entspreche
dem j-ten Eckpunkt des Simplex. Dann gilt die folgende

Austauschregel

Es sei bf der zu ersetzende Eckpunkt eines n-Simplex. Der neu hinzu-
zufiigende Eckpunkt berechnet sich dann durch

bi-1 4 bi+l — bi | j=1,...,n41

wobei die Eckpunkte 1 und n + 1 als benachbart gelten.
Zur Verdeutlichung sei angenommen, dafl der Eckpunkt (1/5, 2/5, 2/5)
des in Abb. 1 schraffierten Simplex auszutauschen sei. Offensichtlich ge-

niigt es, die Zéhler der drei Eckpunkte in Form einer Matrix zu spei-
chern, also

112
2 3 2
211

Der Zihler des neu hinzuzufiigenden Eckpunktes berechnet sich dann
durch

1 2 1 2
3 + 2 — 2 = 3
1 1 2 0 J,

so daB3 der Eckpunkt selbst durch b = (2/5, 3/5, 0) gegeben ist. Damit ist
in Abb. 1 das gepunktete Simplex bestimmt.

2. Der Algorithmus von Scarft

Die Erlduterung dieses Algorithmus nimmt Bezug auf das in Kapi-
tel IT skzizzierte 6konomische Modell.

Da alle angebotenen bzw. nachgefragten Faktor- und Giitermengen
homogen vom Grade Null in den Faktorpreisen sind, konnen diese ohne
Einschrédnkung der Allgemeinheit so normiert werden, dall sie auf dem
1-Standardsimplex liegen, so daf} gilt

6 Tatsdchlich sind fiir das hier betrachtete 6konomische Modell einfachere
Losungsverfahren moglich (z. B. das sog. ,Interval Halving“, vgl. etwa Lip-
schutz /[ Poe (1978), 202). Allerdings versagen diese Verfahren schon, wenn
z. B. die Existenz von Steuern beriicksichtigt wird, erst recht, wenn aullerdem
mehr als zwei Produktionsfaktoren existieren.
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(15) r+w=1.

In Abbildung 2 ist dieses Simplex und die zuvor erlduterte Simplizial-
zerlegung im R2 fiir die Feinheit 1/10 abgebildet. Dabei sei angenom-
men, daBl auf der Abszisse der Preis des Faktors Kapital, auf der Ordi-
nate entsprechend der Lohnsatz abgetragen ist. Die durch die Simpli-
zialzerlegung bestimmten Eckpunkte stellen jeweils eine bestimmte
Faktorpreiskombination dar.

(0,1

Abb. 2

Diesen Eckpunkten (bzw. Faktorpreisvektoren) wird nun eine Mar-
kierung nach der folgenden Beschriftungsvorschrift zugeordnet, die
gleich fiir den allgemeinen Fall angegeben wird:

Markierungsregel S

Liegt ein Eckpunkt auf einer der Grenzflichen des n-Standardsimplex,
erhilt er die ganzzahlige Markierung i, wobei i der Index fiir die erste
Null-Koordinate des Eckpunktes ist. Den inneren Eckpunkten wird eine
ganze Zahl j zugeordnet (1 < j < n + 1), wobei j der Index fiir die erste
positive der insgesamt n + 1 UberschuB-Nachfragefunktionen ist.
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Bezogen auf das in Abb.2 dargestellte 1-Standardsimplex erhalten
die dufleren Eckpunkte (0,1) bzw. (1,0) also die Markierungen 1 bzw. 2,
die inneren Eckpunkte die Markierungen 1 oder 2 je nachdem, ob die
erste oder die zweite UberschuB-Faktornachfragefunktion (also o (-)
oder g (-)) positiv ist. (Dabei bezieht sich ,erste’ bzw. ,zweite’ auf die
erste bzw. zweite Achse des Koordinatensystems). Sollten per Zufall
an irgendeinem Eckpunkt beide UberschuB-Faktornachfragefunktionen
eine Nullstelle haben, wire der gleichgewichtige Preisvektor schon ge-
funden. Andernfalls sucht der Algorithmus von Secarf nach einem voll-
stindig markierten Simplex, d.h. nach einem Simplex, dessen Eck-
punkten unterschiedliche Markierungen zugeordnet wurden.”

Aus Abb. 2 ist offensichtlich, daBl eine solche Lésung existiert und (bei
endlichem D) auch nach endlich vielen Schritten gefunden wird. Diese
SchluBfolgerung gilt unter bestimmten Annahmen auch fiir den allge-
meinen, n-dimensionalen Fall.®

Jeder Punkt auf diesem Losungssimplex ist dabei ein approximativer
Gleichgewichtsvektor (r*, w*) in dem Sinne, daB gilt

(16) max o;(*, w*)<e,

i=1l,k
wobei ¢ iiber den Stetigkeitsmodul der Funktionen gy, ox von der Fein-
heit 1/D der Simplizialzerlegung abh#ngt. Die Approximation der
Gleichgewichtslosung verbessert sich dabei mit abnehmender Feinheit,
d. h. groBerem D.

Scarfs Algorithmus beginnt die Suche nach einem vollstdndig mar-
kierten Simplex grundsitzlich mit einem der Eck-Simplexe, d. h. einem
Simplex, dessen einer Eckpunkt zugleich ein Eckpunkt des entsprechend
dimensionierten Standardsimplex ist (dem sog. Startsimplex). Uber die
Markierungsregel S wird dann festgelegt, welcher Eckpunkt auszu-
tauschen ist; die Austauschregel liefert den neu hinzuzufiigenden Eck-
punkt und damit einen neuen Simplex.

Die einzelnen Schritte des Algorithmus sind:

Algorithmus von Scarf:

1. Wé&hle als Startsimplex eines der durch die Eckpunkte des Standard-
simplex bestimmten Simplexe und lege eine Feinheit der Triangu-
lation (14) fest.

7 Im obigen Beispiel hat jeder der durch die Simplizialregelung bestimm-
ten Simplexe zwei Eckpunkte und es gibt gerade zwei Markierungen.

8 Zum Beweis wird oft auf ein kombinatorisches Lemma von Sperner zu-
riickgegriffen, das bekanntlich zum Beweis des Brouwer’schen Fixpunktsatzes
herangezogen werden kann.
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2. Ermittle die den Eckpunkten des Startsimplex zuzuordnenden Mar-
kierungen entsprechend der Markierungsregel S.

3. Ist das Simplex vollstindig markiert, gehe nach Schritt 5; falls nicht,
gehe nach 4.

4. Das Simplex ist nicht vollstindig markiert, die Markierung des neu
hinzugefiigten Eckpunktes bzw. zu Beginn: des Eckpunktes des Stan-
dardsimplex stimmt also mit derjenigen eines anderen Eckpunktes
iiberein. Ersetze diesen anderen Eckpunkt und bestimme die Mar-
kierung des aufgrund der Austauschregel neu hinzugefiigten Eck-
punktes. Gehe zuriick nach Schritt 3.

5. Wihle irgendeinen Punkt aus dem Losungssimplex mit den zuge-
hérigen Werten der UberschuB-Nachfragefunktionen. Ist die Ap-
proximation des Gleichgewichts ,befriedigend”, breche den Algorith-
mus ab.

Wihle andernfalls eine kleinere Feinheit der Triangulation, d. h. ein
groBeres D, und bestimme ein neues Startsimplex wie unter 1. Gehe
zuriick nach Schritt 2.

Die numerische Schwiche des Scarf-Algorithmus liegt vor allem dar-
in, daBl das Verfahren zur Bestimmung einer ,besseren" approximati-
ven Gleichgewichtslosung jeweils an einer Ecke des Standardsimplex
neu gestartet werden muB. Von bereits vorhandenen Informationen
wird kein Gebrauch gemacht.

Zum besseren Verstindnis soll das Vorgehen des Scarf-Algorithmus
ausfiihrlich an einem Beispiel erldutert werden. Dazu wéhlen wir das
in dem Uberblicksaufsatz von Shoven/Whalley (1984) enthaltene 2
Giiter-2 Faktoren-2 Konsumenten-Beispiel als Spezialfall des allgemei-
neren Gleichgewichtsmodells aus Kapitel II. Anders als bei Shoven/
Whalley interessiert hier weniger das Ergebnis als vielmehr der Weg,
auf dem man zur Lésung kommt.

Tabelle 1 gibt einen Uberblick iiber die Parameterwerte und funktio-
nalen Formen des Beispiels, Tabelle 2 enthélt die einzelnen Schritte
des Algorithmus fiir D = 10.

Der tkonomische Hintergrund des dem Algorithmus zugrundeliegen-
den Markierungsprozesses 1d3t sich anschaulich verdeutlichen.

In Abbildung 3 wurden dazu auf der Abszisse der Zinssatz r, auf der
Ordinate die Funktionswerte der UberschuB-Faktornachfragefunktio-
nen o; und oy flir das obige Beispiel abgetragen.
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Abb. 3

Jedem der durch die Zerlegung des Intervalls [0,1] bestimmten Zins-
sidtze (die den jeweils ersten Koordinaten der Eckpunkte auf dem 1-
Standardsimplex in Abb. 2 entsprechen) wird wieder eine Markierung 1
oder 2 zugeordnet, je nachdem ob die UberschuBnachfrage des Faktors
Kapital oder des Faktors Arbeit positiv ist. Bei stetigem und monoto-
nem Verlauf dieser Funktionen mull der gleichgewichtige Faktorpreis-
vektor offensichtlich in einem Intervall mit unterschiedlichen Markie-
rungen liegen. Der Algorithmus von Scarf ermittelt ein solches Intervall
(das aber nicht fiir alle Kurvenverldufe eindeutig sein muf}). Man sieht
auch, daf} die Approximation der Gleichgewichtslgsung fiir D = 10 sehr
ungenau sein kann. Verkleinert man die Feinheit der Simplizialzer-
legung sukzessive, verbessert sich, wie in Abb. 3 verdeutlicht, auch die
Approximation.

Aus Tabelle 2 ist ersichtlich, dall die Computerzeiten mit kleineren
Feinheiten drastisch zunehmen. Der Grund liegt, wie erwidhnt, darin,
daB} der Algorithmus fiir kleinere Feinheiten jeweils an einer Ecke des
Standardsimplex neu gestartet werden muB.
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Die ADbb. 3 legt ein anderes, schnelleres Vorgehen nahe (das allerdings
allgemein nur bei stetigem und monotonem Funktionsverlauf ange-
wendet werden konnte). Hat man némlich fiir eine vorgegebene Fein-
heit der Simplizialzerlegung ein vollstdndig markiertes Simplex ge-
funden, wire es sinnvoll, den Algorithmus mit einer kleineren Feinheit
nicht wieder an einer Ecke des Standardsimplex zu starten, sondern an
einer der ermittelten approximativen Gleichgewichtslosungen.

Die Erweiterung des Scarf-Algorithmus durch Merrill (1972) geht von
dhnlichen Uberlegungen aus, ist aber insofern allgemeiner, als keine
Monotonieannahme benétigt wird.

3. Der Algorithmus von Merrill

Die grundlegende Modifikation des Scarf-Algorithmus durch Merrill
besteht darin, daB dem Losungsraum eine weitere Dimension hinzu-
gefiigt wird. Statt des 1-Standardsimplex wird also eine Triangulation
des 2-Standardsimplex, genauer: ein bestimmter Teil dieser Triangula-
tion, nach einer Losung abgesucht. Abbildung 4 verdeutlicht das gra-
phisch.

(1,0,0)

klinstliches 1-Simplex

urspringliches 1-Simplex
Abb. 4

Das urspriingliche 1-Standardsimplex der Abb.2 mit Feinheit 1/D
(D = 10) stellt sich in Abb. 4 als untere Grenzfliche des 2-Standardsim-
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plex dar. Merrill fiihrt nun ein zusétzliches, kiinstliches 1-Simplex mit
Feinheit 1/(D — 1) ein, und betrachtet die ,sandwichartig" zwischen
urspriinglichem und kiinstlichem 1-Simplex liegenden 2-Simplexe. Diese
2-Simplexe konnen auch als Teil einer durch (14) gegebenen Triangula-
tion des 2-Standardsimplex mit Feinheit 1/D interpretiert werden.

KonstruktionsgeméRB haben die jeweils ersten Koordinaten der Eck-
punkte dieser 2-Simplexe einen Z&hlerwert von 0 oder 1, je nachdem ob
sie auf dem urspriinglichen oder kiinstlichen 1-Simplex liegen. Die bei-
den iibrigen Koordinaten jedes Eckpunktes entsprechen wieder den
(normierten) Faktorpreisen r bzw. w.

Ausgangspunkt des Merrill-Algorithmus ist ein beliebiger durch eine
gegebene Triangulation bestimmter innerer Eckpunkt auf dem urspriing-
lichen 1-Simplex (dem Starteckpunkt), mit dem nach Hinzufiigung
zweier geeigneter auf dem kiinstlichen 1-Simplex liegender Eckpunkt
ein 2-Simplex (das Startsimplex) definiert ist.

Wenn (0, f);, :’:72) allgemein die Zdhlerkoordinaten des Starteckpunktes
bezeichnet, sind die auf dem kiinstlichen 1-Simplex liegenden, hinzuzu-
fiigenden Eckpunkte eindeutig durch (1, by — 1, bg) (1, b;, bs — 1) gege-
ben.

Auch bei Merrill werden den Eckpunkten der betrachteten Simplexe
Markierungen zugeordnet, und zwar nach der (gleich fiir den allgemei-
nen Fall formulierten)

Markierungsregel M

Liegt ein Eckpunkt auf dem urspriinglichen (n — 1)-Simplex (d. h. auf
der entsprechenden Grenzfliche des n-Standardsimplex) — der Zahler
der ersten Koordinate hat dann den Wert Null —, wird fiir die iibrigen
Koordinaten des Eckpunktes die Markierungsregel S angewendet.

Liegt ein Eckpunkt dagegen auf dem kiinstlichen (n — 1)-Simplex —
der Zghler der ersten Koordinate hat den Wert 1 — wird ihm die ganz-
zahlige Markierung i zugeordnet, wobei i der Index fiir diejenige seiner
iibrigen Koordinaten (t =1,...,n) ist,adie kleiner als der entsprechende
Koordinatenwert des Starteckpunktes b ist.

Der Algorithmus von Merrill durchlduft dann fiir eine gegebene Fein-
heit der Triangulation benachbarte n-Simplexe (hier: 2-Simplexe) so-
lange, bis auf dem urspriinglichen (n — 1)-Simplex (hier: 1-Simplex)
ein vollstindig markiertes Simplex und damit eine approximative
Gleichgewichtslésung gefunden ist. Der Ubergang von einem Simplex
zum anderen erfolgt wie oben durch Austausch von Eckpunkten, der
sich nach der im ersten Abschnitt angegebenen Austauschregel richtet.

47 Zeitschrift fir Wirtschafts- und Sozialwissenschaften 1985/6
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Kinstliches 1-Simplex e e +

\ D=20 D=40 D=10

R
/ b""'=¢f\)=(01%-%-m) ‘B“(O!E’lo)
ursprlingliches 1-Simplex b:'\_-"j];: © ,%% ,2];-%)
bt
Abb. 5

Im Unterschied zum Scarf-Algorithmus wird das so ermittelte appro-
ximative Gleichgewicht (also irgendein Punkt aus der Ldsungsmenge)
als Starteckpunkt einer feineren Simplizialzerlegung gewihlt, die man
dadurch erhilt, daB die Feinheit mit einem Verfeinerungsfaktor
0 < g <1 multipliziert wird. Merrills Algorithmus bricht erst dann ab,
wenn die Approximation des Gleichgewichts einem worgegebenem
Giitekriterium entspricht, in der Regel einem hinreichend kleinen
e-Wert aus Gleichung (16). Abbildung 5 verdeutlicht eine solche Ver-
feinerung exemplarisch anhand eines Ausschnitts aus Abb. 4 fiir § = 1/2.

Wir formulieren den

Algorithmus von Merrill

1. Wihle eine Feinheit und einen Verfeinerungsfaktor 0<<pg<{1;
fixiere ein Giitekriterium; lege einen Starteckpunkt b € R”+1 fest.

2. Ermittle die dem Startsimplex entsprechende Ausgangsmatrix durch
die Vorschrift:

0 1 1 |

3. Bestimme die den Eckpunkten des Startsimplex zuzuordnenden Mar-
kierungen entsprechend der Markierungsregel M.
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4. Ersetze denjenigen Eckpunkt auf dem kiinstlichen (n — 1)-Simplex,
dessen Markierung mit der des Starteckpunktes iibereinstimmt; be-
rechne den hinzuzufiigenden Eckpunkt nach der Austauschregel. Er-
mittle die Markierung des hinzugefiigten Eckpunktes.

5. Liegen n Eckpunkte des soeben ermittelten n-Simplex auf dem ur-
spriinglichen (n — 1)-Simplex und ist das dadurch definierte (n — 1)-
Simplex vollstdndig markiert, gehe nach Schritt 7; gehe andernfalls
nach Schritt 6.

6. Ersetze denjenigen Eckpunkt des n-Simplex, dessen Markierung mit
der des zuletzt hinzugefiigten Eckpunktes iibereinstimmt. Ermittle
die Markierung des neuen Eckpunktes. Gehe zuriick nach Schritt 5.

7. Wihle irgendeinen Punkt b* aus dem Ldsungssimplex und berechne
damit die Werte der relevanten UberschuB-Nachfragefunktionen.
Breche den Algorithmus ab, wenn das Giitekriterium erfiillt ist, d. h.
wenn gilt
(17) max |g; ()| <e .

Multipliziere andernfalls die gegenwértige Feinheit mit dem Fak-
tor § und setze b = b*: das soeben ermittelte approximative Gleich-
gewicht wird zum Starteckpunkt des neuen Durchgangs. Gehe zuriick
nach Schritt 2.

Tabelle 3 auf S. 728 gibt die einzelnen Schritte des Merrill-Algorith-
mus fiir das obige Beispiel wieder. Der Vergleich der fiir iibereinstim-
mende (approximative) Losungen erforderlichen Computerzeiten ver-
deutlicht die Uberlegenheit des Merrill-Algorithmus.

IV. Erweiterungen der Algorithmen
bei ausgewihlten steuerpolitischen Anwendungen

Im vorhergehenden Kapitel wurde gezeigt, wie man die numerische
Ldsung eines mikrotkonomischen Totalmodells ohne staatliche Aktivi-
tdt ermitteln kann, wenn sich die Dimension des Losungsraums auf die
Zahl der Produktionsfaktoren reduzieren 14Bt. Bei der Analyse finanz-
oder wirtschaftspolitischer Problemstellungen kommt es allerdings we-
niger auf die Werte der endogenen Variablen in einem bestimmten
Gleichgewicht an, als vielmehr auf die Verdnderungen der Gleichge-
wichtsvariablen, verursacht durch Anderungen der exogenen Variablen.
Typische finanzpolitische Fragestellungen lauten etwa: Welche Auswir-
kungen auf das Preisniveau, das Sozialprodukt oder die gesellschaft-
liche Wohlfahrt hat eine Anderung des Mehrwertsteuersatzes? Welche
Wirkungen gehen von einer aufkommensneutralen Substitution der
direkten durch indirekte Steuern aus?

47
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In diesem Kapitel soll aufgezeigt werden, wie die oben vorgestellten
Algorithmen zu modifizieren sind, um derartige steuerpolitische Pro-
blemstellungen untersuchen zu kénnen. Die entsprechenden Erweite-
rungen des Scarf-Algorithmus gehen auf Shoven / Whalley (1972, 1973,
1977) zuriick. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels zeigen wir kurz, wie
das theoretische Modell aus Kapitel II bei Existenz finanzwirtschaft-
licher Aktivitdten zu erweitern ist; im zweiten Abschnitt werden fiir
typische steuerpolitische Fragestellungen die erforderlichen Modifika-
tionen der Algorithmen angegeben.

1. Erweiterungen des theoretischen Modells
Exemplarisch betrachten wir die folgenden Steuerarten:

— Verbrauch- bzw. Umsatzsteuern

Steuerobjekte sind die Konsumgiiter 1, ..., N; als Steuerbemessungs-
grundlage werden die auf ein Gut j bezogenen Umsitze unter Aus-
schluB der Steuern gewihlt. Es bezeichne ; den jeweiligen Steuersatz,
p; sei der fiir die Entscheidungen der Unternehmen relevante Produ-
zentenpreis, g; der fiir die Haushalte gegebene Konsumentenpreis. Es
gilt

(18) q; = Dj (l + ‘ti) .
— Gewerbesteuern

Der Fiskus erhebe eine allgemeine Lohnsummensteuer zum Satz z..
Den Entscheidungen der Produzenten liegen dann die Bruttopreise
w (1 4+ 7¢) zugrunde.

Auflerdem gebe es eine sektorspezifische Gewerbekapitalsteuer mit
Sitzen ti (j=1, ..., N), wobei als Steuerbemessungsgrundlage die in
den einzelnen Sektoren erzielten Produktionsertrige des Faktors Kapi-
tal dienen sollen. Der in Produktionssektor j zugrundezulegende Preis
des Faktors Kapital ist also durch r (1 + r};] bestimmdt.

— Einkommensteuern

Zur Vereinfachung betrachten wir nur eine indirekt progressive Ein-
kommensteuer, die durch einen konstanten Marginalsatz 7, und einen
in den Tarif eingearbeiteten Grundfreibetrag F charakterisiert ist. Die
aus der Erhebung dieser Steuer resultierende Steuerschuld des h-ten
Haushalts ergibt sich aus

(19) 1, (WL + 1Kk — F)
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— Transferzahlungen

Zur Vermeidung zusitzlicher, durch die Bereitstellung staatlicher
Kollektivgiiter bedingter Probleme® wird unterstellt, daBl der Fiskus das
gesamte Steueraufkommen T zu festen Anteilen y%(h = A, ..., H) mit
y4 + ... 4+ 9% =1 als Lump-sum-Transfer an die Haushalte ausschiit-
tet. Die von Haushalt h bezogenen Transfers sind dann

(20) Th = yh T (§ Th =T)

Wir geben nun noch kurz an, wie die Gleichungen (8) bis (13) zur Er-
mittlung der UberschuB-Nachfragefunktionen in Kapitel II zu &ndern
sind. Da diese Modifikationen mehr oder weniger naheliegen, beschrén-
ken wir uns auf die bloBe Wiedergabe einiger Gleichungen:

’ L ea + ; B i
® g et wdtn;  —m— =k
©y PO =wd+) V() +r(1+1)Kki()
(10 X =20+ 1) p0) ..., A+ 7y) Dy O, 7, W, 7 F, TH

mit analogem Argumentbereich fiir L% (), K ()

Die Gleichungen (11) bis (13) bleiben bis auf die entsprechenden Modi-
fikationen im Argumentbereich unverindert.

Zusitzlich zu beriicksichtigen ist jetzt allerdings unter Punkt 4 die
,UberschuB3-Nachfragefunktion‘ des staatlichen Sektors

3 ; S wLi+ S drki+
(13c)’ ) = TP % LT wLi T rki
Qa‘t( ich i g B ] 91=1 e k
H H
+ 2 t,(wLh+rKh—F)— X Tk,
h=A h=A

Bei Existenz finanzwirtschaftlicher Aktivitdten ist das Walras-Gesetz
unter Verwendung abkiirzender Notation némlich durch

ay W Q0+ T 0+ 05=0
gegeben.

Man beachte, daB} Steuereinnahmen und Transferausgaben auflerhalb
eines Gleichgewichts in der Regel nicht {ibereinstimmen. Zu beriicksich-
tigen ist ferner, daBl die Konsumgiiternachfrage- und Faktorangebots-

9 Pigott /[ Whalley (1982).
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funktion der Konsumenten jetzt homogen vom Grade Null in den Fak-
torpreisen und den Transfers T? (bzw. den’Steueraufkommen T) sind.

Fiir positive Faktorpreise und Steueraufkommen ist ein Gleichgewicht
in dieser Okonomie durch einen Vektor (r*, w*, T*) derart charakteri-
siert, daB die UberschuB-Nachfragefunktionen oz, o;, os: an dieser Stelle
den Wert Null annehmen.

2. Beispiele zur numerischen Analyse
von Steuerpolitiken in allgemeinen Gleichgewichtsmodellen

a) Budgetinzidenzen

Wir erldutern hier die erforderliche Modifikation der Algorithmen,
wenn einer oder mehrere der exogen gegebenen Steuersitze geédndert
wird. Der aus dieser steuerpolitischen MaBinahme resultierenden Varia-
tion des Aufkommens entspricht im Gleichgewicht eine entsprechende
Anpassung der Transferzahlungen. Musgrave (1966) hat dafiir den Be-
griff der Budgetinzidenz geprigt.

Wir beschreiben das Vorgehen zunichst allgemein fiir den Scarf-
Algorithmus — die Anderungen des Merrill-Algorithmus sind dann
offenkundig — und fihren fiir beide Losungsverfahren eine einfache
Modellrechnung durch.

Da die Nachfrage- bzw. die Angebotsfunktionen der Konsumenten,
wie erwidhnt, homogen vom Grade Null in 7, w, und T sind, kann die
Normierung (15) durch

(15) r+w+T=1

ersetzt werden. Entsprechend ist dem r-w-Koordinatensystem eine
Achse T hinzuzufiigen. Der Algorithmus von Scarf ist dann in Analogie
zu oben ein SuchprozeB nach einem approximativen Gleichgewicht
(r*, w*, T*) auf dem 2-Standardsimplex (vgl. Abbildung 6 auf S.732),
derjenige von Merrill auf einem Teil des 3-Standardsimplex.

Mit dem durch die Eckpunkte der einzelnen Simplexe bestimmten
(r, w, T)-Kombinationen und den vorgegebenen Steuersitzen kionnen die
Wirtschaftssubjekte ihre individuellen Optimierungsprobleme ldsen.

Die Markierungsregeln und der Ablauf der Algorithmen bleiben un-
verédndert.

Bei der Berechnung der ,UberschuB-Nachfragefunktion des Staates,
ost, ist zu beachten, dal das Steueraufkommen und damit bei gegebenen
y»s auch die Transfers durch die Eckpunkte der betrachteten Simplexe
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(0,0,1)

by
0°I0°T0

VAVAVZ Y 2\VAVA
VAVAV/ XV AVAVAN
VAVAVAV. o VAVAVAN
VAVAY AV SV AVAYAVAN
(1,0,0) /AV&VAVA\/\//\\//\\/\\/A\/ ~\ (0,1,0)

Abb. 6

bestimmt sind, wéhrend sich die tatséchlichen Steuereinnahmen endo-
gen berechnen.

In Abb.6 wurden fiir die drei mboglichen Startsimplexe des Scarf-
Algorithmus fiir D = 10 die Wege zum Lsungsimplex eingezeichnet,
wenn — ausgehend von einem Gleichgewicht ohne staatliche Aktivitdt —
eine 50%ige Aktivitat Steuer auf das in Sektor 1 erwirtschaftete Kapi-
taleinkommen sowie eine 10%ige Umsatzsteuer eingefiihrt und die
Steuereinnahmen zu Anteilen y4 = 0,4, y® = 0,6 an die Haushalte aus-
geschiittet werden.

Die Erliduterung der in bezug auf den Merrill-Algorithmus vorzu-
nehmenden Anderungen kann kurz gehalten werden. Wie bei Scarf
wird auch hier der Simplex um die T-Koordinate erweitert. Der Start-
eckpunkt ist dann also etwa durch (0, nbl, bs, by) gegeben, das Startsim-
plex ermittelt man fiir n = 3 aus der in Schritt 2 des Merrill-Algorith-
mus angegebenen Vorschrift.

Tabelle 4 enthilt einen Uberblick iiber Annahmen und einige Ergeb-
nisse des erwidhnten Beispiels.



733

Die Algorithmen von Scarf und Merrill

*}3ONIPaSsne 4[9QIV SI0JHEJ SOP UIOYUIH UJ UIPISM ISIAIJ 2V (e

Z8%'0 :SPU0DdS D Ul HAzSTUNIYYSNY

0000 = ¥0 90000 — =10 20000 = 0 9FeIJUOBN -¢MURSIq N
. v . - SI9Jsuel],
LBL'9 = gl 1667 = p.L 8ZEIl = L TOUIWONINBIING}S
£96'0C = g3 bmo.v =13 990'1p = emk. OLT'OT = MH
0S6'€E =31  6%092 = 1T :
9€TLE = 3d  THZZ = 1D 192°e1 = gx 1816 = Jx URSUSU SR SRR )
usawyauIaju ) }BYSNBH
g00'T = & ‘99%'1 = 'd 10001 = @ ‘9ZI'l = . (¢3s1RIdSIPIMBIPIBID
(0£/01°08/01°08/01°0) = g 1000 =3 ‘¢/T = § ‘0€ = 0 :PMIMSBuURUY ‘[[HIDIN snuy3 03y
9'0 = g4 ‘p'0 = p
(1onejsypneIqIa ) SUBUIAS[R 9810 01) 10=%=Hh
[[PPOIN

(1 103528 ur Jonoysiejideyaqioman a8194,08) €0 = mu :I9jpweIRg Iypsijodionals

1 ‘qeL Ul 9IM USWIO] J[BUOHYUN] PUN 31I9MIDDWERIBT

ARV JOYOIEEIS JIW [[PPOI WIS INJ SUNSOISIYPIMISPIRLD (dAanemixoxddy) 5 211990,



734 Wolfgang Wiegard

b) Differentiale Steuerinzidenzen

Neben den Budgetinzidenzen sind vor allem aufkommensneutrale
Umgestaltungen des Steuersystems — in Musgraves Terminologie: dif-
ferentiale Steuerinzidenzen — von finanzwissenschaftlichem Interesse.
Wir erldutern deshalb in diesem Abschnitt, wie derartige Problemstel-
lungen zu l6sen sind und verdeutlichen das Vorgehen an einigen Bei-
spielen.

Ausgangspunkt der Betrachtung ist ein Gleichgewicht, in dem ein be-
stimmtes Steueraufkommen, etwa T9, erzielt wird. Der Fiskus plane
eine solche Reform des Steuersystems, daB die durch eine geeignete
Anderung von Steuersitzen bewirkte Substitution einer Steuerart gegen
eine andere das gesamtwirtschaftliche Steueraufkommen unverindert
140t.

Nun ist aber keineswegs klar, wann und in welchem Sinne zwel
Steueraufkommen T° und T! als ,gleich” bezeichnet werden kénnen.
Schon allein aus Raumgriinden kann auf diese Frage an dieser Stelle
nicht ndher eingegangen werden. Wir nehmen einfach an, dafl das nomi-
nale Steueraufkommen in Situation 1, T!, durch Gewichtung mit dem
Laspeyres-Preisindex

A TP
1§1q'n-%'A(xi)0
21 G it ot
S @ X (x])y

mit dem Aufkommen der Basisperiode 0, T?, ,real“ vergleichbar wird.!®
Bei einer aufkommensneutralen Umgestaltung des Steuersystems ist
dann die Beziehung

1
22 TL.——— —T0
(22) oL
zu beachten.

Die Gleichgewichtswerte der Basisperiode 0 sind bekannt; fiir ge-
gebene Konsumgiiterpreise q}, . q}v kann der aufkommensgleiche
Steuerbetrag T! dann aus (22) berechnet werden.

Im Unterschied zu oben kommt das Steueraufkommen T! damit nicht
als zusitzliche Dimension des Simplex in Betracht.

Als endogene steuerpolitische Variable ist jetzt vielmehr derjenige
Steuersatz 7 (bzw. diejenige Kombination von Steuersdtzen) anzusehen,

10 Shoven / Whalley (1977) diskutieren den Aussagegehalt und Anwen-
dungsbereich des Paasche- und des Koniis-Preisindex. Eine detaillierte
Analyse von Preis- bzw. Steuerlastindizes findet sich bei Genser (1983).
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dessen (bzw. deren) endogene Variation die durch (22) definierte Auf-
kommensgleichheit sicherstellt. Allerdings kann dieser Steuersatz selbst
nicht als zusitzliche Koordinate des Preissimplex eingefiithrt werden,
wie die folgende Uberlegung zeigt: Wegen (22) ist T! linear-homogen in
den Konsumgiiterpreisen gi, ..., ¢}, so daB die von den Konsumenten
angebotenen bzw. nachgefragten Faktor- bzw. Giitermengen bei gege-
benen Steuersdtzen homogen vom Grade Null in den Faktorpreisen
sind. Angenommen, 7 wire eine Koordinate des erweiterten Preissim-
plex und (r*, w?*, t*) eine exakte Gleichgewichtslésung, die zufillig mit
einem Eckpunkt innerhalb des 2-Standardsimplex iibereinstimmt. Mit
(kr*, kw*, kt*) fiir ein k > 0 ist bei verdnderter Feinheit der gleiche
Eckpunkt, aber aufgrund der erwiéhnten Homogenitédtseigenschaft eine
andere Gleichgewichtslosung bestimmt, was sicherlich ein Widerspruch
ist.

Als dritte Komponente des Simplex wird deshalb eine Hilfsvariable z
eingefiihrt, also

(15)” rtw+z=1,

und der gesuchte Steuersatz v als linear-homogene Funktion der Ko-
ordinaten des Simplex bestimmt.

Je nachdem, ob der sich endogen einstellende Steuersatz auf den
Nettopreis (r = ") oder den Bruttopreis (r = 7%) bezogen ist, definieren
wir:

+
(23a) s 2§
A
bzw.
z
b —
(23b) b=

Die einzelnen Schritte der Algorithmen von Scarf und Merrill blei-
ben unverindert; zu modifizieren sind lediglich die Rechenvorschriften
zur Ermittlung der UberschuB3-Nachfragefunktionen gz, o7, und os: .

Die nachfolgend angegebenen Beispiele dienen zur Verdeutlichung.
Wir beschreiben zun#chst die jeweiligen steuerpolitischen Mafinahmen,
geben dann eine approximative Gleichgewichtslésung an und wéhlen
die Summe der individuellen Hicks'schen Aquivalenten Variationen
(HEV) als Indikator fiir die durch die aufkommensneutrale Umgestal-
tung des Steuersystems bewirkte Wohlfahrtsénderung.

Wenn I° bzw. I! das gesamte Lump-sum-Einkommen eines Konsumen-
ten in Periode 0 bzw. Periode 1 bezeichnet (der Index h wird zur Ver-
einfachung der Schreibweise weggelassen) und E (g, U) die Ausgaben-
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funktion in Abhingigkeit des Preisvektors g und des Nutzenniveaus U,
gilt allgemein!!

HEV =11 — I0 — [E (g1, Ul) — E (g0, UY)] .

Mit den hier zugrundeliegenden (homothetischen) Nutzenfunktionen
vom CES-Typ vereinfacht sich diese Formel zu
Ut — o
HEV = g0 I0 |
Im ersteren Beispiel wird in der Ausgangssituation 0 eine 30%ige
Lohnsummensteuer und eine nach Giitern differenzierende Verbrauch-
steuer erhoben. Der Fiskus plane eine aufkommensneutrale Steuersub-
stitution derart, dal die Lohnsummensteuer abgeschafft und die Ver-
brauchsteuersétze multiplikativ erh6ht werden. Als Alternative wird
auch eine additive Erhthung der Verbrauchsteuersitze in Betracht ge-
zogen. Tabelle 5 enthilt die Ergebnisse im Uberblick.

Als zweites Beispiel berechnen wir die Wirkungen einer aufkommens-
neutralen Substitution einer 30%igen proportionalen Einkommensteuer
gegen eine neu einzufithrende differenzierende Verbrauchsteuer, wobei
der Steuersatz auf die Umsé&tze von Gut 1 doppelt so hoch sein soll wie
der auf die Umsétze von Gut 2 bezogene Steuersatz.

Da das Einkommen in diesem Beispiel fiir die Konsumenten gegeben
ist, wirkt die Einkommensteuer wie eine Lump-sum-Steuer. Dement-
sprechend ist zu erwarten, dall die Steuersubstitution zu Wohlfahrts-
verlusten fiithrt. Wiirde man die proportionale Einkommensteuer durch
eine allgemeine Verbrauchsteuer ersetzen, blieben die realen Werte der
Systemvariablen unveréndert (vgl. Tabelle 6 auf S. 738).

V. Schlubemerkungen

Mit dem vorliegenden Beitrag wurde versucht, eine einfache Einfiih-~
rung in die Algorithmen von Scarf und Merrill zur numerischen Berech-
nung allgemeiner mikrotkonomischer Gleichgewichte zu geben.

Anhand einiger Beispiele aus der Steuerpolitik konnte die grundsétz-
liche Bedeutung dieser Verfahren fiir die praktische Finanz- und Wirt-
schaftspolitik aufgezeigt werden.

Die Darstellung wurde bewullt einfach gehalten. Auf die Moglichkeit,
daB der Algorithmus zykelt wurde ebenso wenig eingegangen wie auf
das Problem multipler Losungen. Ausgeklammert wurden auch die vor

11 Vgl. etwa Tresch (1981), 67.
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allem von Scarf behandelten 6konomischen Modelle, die durch Vektor-
markierung (im Gegensatz zur ganzzahligen Markierung oben) zu 1dsen
sind. Dieses Vorgehen erscheint vor allem aus pragmatischen Erwigun-
gen gerechtfertigt. Degenerierte Probleme sind in der Praxis bislang
duflerst selten aufgetreten (und konnten im fiibrigen durch geeignete
Techniken geldst werden); die bislang vorliegenden empirischen allge-
meinen Gleichgewichtsmodelle fiir die USA?!? und GroBbritannien!? ar-
beiten mit ganzzahliger Markierung und haben eine eindeutige L&-
sung.14

Zu erwihnen bleibt, dal} die numerische Losung allgemeiner Gleich-
gewichtsmodelle mit dem Verfahren von Merrill weitgehend unproble-
matisch geworden ist. Ein weitaus groBeres Problem im Rahmen der
»Angewandten Allgemeinen Gleichgewichtstkonomie* stellt die Ver-
fiigbarkeit einer mikroSkonomisch konsistenten Datengrundlage dar.

Darauf wird an anderer Stelle eingegangen.

Zusammenfassung

Die Algorithmen von Scarf und Merrill sind im wesentlichen numerische
Verfahren zur Bestimmung von (approximativen) Fixpunkten einer stetigen
Abbildung eines Simplex in sich selbst. Aufgrund des bekannten Zusammen-
hangs zwischen Fixpunktsédtzen und dem Beweis der Existenz von Gleich-
gewichtslésungen in allgemeinen Walras-Modellen kénnen beide Verfahren
fiir die numerische Analyse 6konomischer Probleme eingesetzt werden.

Zur effizienten Implementierung dieser Verfahren auf dem Computer wird
eine einfache Simplizialzerlegung des Standardsimplex gewd&hlt. Den Eck-
punkten der dadurch bestimmten Simplexe werden bestimmte Markierungen
zugeordnet, die von der Struktur des 6konomischen Problems abhingen. Eine
approximative Gleichgewichtslosung ist dann mit einem vollstindig mar-
kierten Simplex gefunden. Anwendungsmoglichkeiten und Aussagegehall
beider Algorithmen werden anhand einfacher allgemeiner Gleichgewichts-
modelle mit und ohne staatlicher Aktivitit verdeutlicht.

Summary

Essentially, the algorithms of Scarf and Merrill are numerical methods to
approximate a fixed point of a continuous mapping into itself. Because of
the well-known relationship between fixed point theorems and an existence
proof for a competitive Walras-model, both algorithms can be used for
numerically solving non-linear economic models.

In order to effectively implement these algorithms on a computer, a
simple simplicial subdivision of the unit simplex is required. Each of the

12 Vgl. Ballard / Fullerton / Shoven / Whalley (1984).

18 Vgl. Pigott /| Whalley (1984).

14 Man vgl. aber Kehoe (1980) fiir ein einfaches Beispiel mit multiplen
Ldsungen.
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vertices of the simplices in this subdivision will be given an integer
according to the economic problem at hand. With a completely labeled
simplex an approximate equilibrium solution is found.

The usefulness of both algorithms is illustrated for simple general equi-
librium models with and without government activities.
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