Identifikation und Schitzung 6konometrischer
Zeitreihenmodelle mit Fehlern in den Variablen

Von Eugen Nowak

An einer Reihe von einfachen Gkonometrischen Modellen wird demon-
striert, daB sich ein lineares Zeitreihenmodell unter den iiblichen Annahmen
in der Regel auch bei fehlerbehafteten Daten allein aus den Daten konsistent
schitzen 1dBt. Das Schitzverfahren basiert weitgehend auf der Methode der
Instrumentenvariablen mit zeitlich verschobenen Daten als Instrumente.

1. Einleitung!

Die statistische Behandlung linearer Regressionsmodelle, in welchen
die Beobachtung der exogenen und endogenen Variablen stochastischen
Fehlern unterworfen ist, trifft auf ein in der Statistik wohlbekanntes
Identifikationsproblem? Dieses soll hier wie folgt formuliert werden.
Ein Modell ohne Fehler in den Variablen sei identifizierbar im Sinne
der konsistenten Schitzung seiner Parameter’. Werden dem Modell
unter den iiblichen Annahmen iiber Stérvariablen Beobachtungsfehler
hinzugefiigt, so kann sich ein Fehlermodell ergeben, das sich nicht mehr
allein aus den Beobachtungsdaten konsistent schitzen 1483t.

In der vorliegenden Arbeit soll nun an einer Reihe von einfachen
tkonometrischen Modellen demonstriert werden, da im Fall des Vor-
liegens einer Zeitstruktur im Modell das geschilderte Identifikations-
problem praktisch nicht zum Tragen kommt. Und zwar soll die These
illustriert werden, dall sich ein lineares Zeitreihenmodell unter den
iiblichen (einfachen) Annahmen in der Regel auch bei Fehlern in den
Variablen mit geeigneten Methoden allein aus den Daten konsistent
schitzen 1aBt.

Dieser Sachverhalt kann wie folgt erkldart werden. Ein Zeitreihen-
modell 1808t sich unter den iiblichen Annahmen in natiirlicher Weise so
spezifizieren, bzw. ist von seiner Struktur her bereits so spezifiziert, dal}

1 Die vorliegende Arbeit baut auf den Ergebnissen von Nowak (1975Db),
(1976 a, b) auf. Der Verfasser dankt Herrn Prof, H. SchneeweiB fiir wertvolle
Hinweise.

2 Vgl. Malinvaud (1970) und Schonfeld (1971).

3 Die Begriffsbildungen zur Identifizierbarkeit sind bei Schénfeld (1975)
und Schneeweifl (1978) genau eingefiihrt.
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das Modell ohne Fehler in den Variablen iiberbestimmt ist, in dem
Sinn, daB zur Bestimmung der Parameter in der Form ihrer kon-
sistenten Schétzung mehr unabhingige Schitzgleichungen zur Ver-
fligung stehen als es die Zahl der unbekannten Parameter erfordert.
Die Gleichungen bleiben bei der Einbringung von Beobachtungsfehlern
in das Modell in ihrer Struktur weitgehend erhalten und werden in der
Regel gerade so modifiziert, dafl sie zur Bestimmung der gréBeren Zahl
von Parametern des nun vorliegenden Fehlermodells ausreichen. Zu-
meist ist auch das Fehlermodell noch iiberbestimmt.

Diese im folgenden eindimensionale Zeitreihenmodelle betreffende
Argumentation entspricht den Bemerkungen Goldbergers (1972, 996)
zur Identifikation von iiberidentifizierten Simultanen Gleichungsmo-
dellen bei Einbringen von Fehlern in die Variablen: ,Errors of measu-
rement in (exogenous) variables need not destroy identifiability, pro-
vided that the model is otherwise overidentified. In effect, one can trade
off overidentifying restrictions against the underidentifiability intro-
duced by measurement error.“ Diese Uberlegungen fiihrten zu Geracis
Arbeiten (1974, 1976) iiber die Identifikation interdependenter Modelle
mit Fehlern in den Variablen.

Allgemeine Ergebnisse zur Identifikation von Zeitreihenmodellen
unter dem oben beschriebenen Gesichtspunkt liegen vor bei Maravall
und Aigner (1977) in vollstdndig parametrisierten Modellen mit seriell
unkorrelierten Beobachtungsfehlern und Nowak (1977) mit autokor-
relierten Fehlervariablen. Die Spezifikation mit autokorrelierten Feh-
lern kommt einer Forderung Malinvauds (1970, 398) nach. Nowak (1979)
verallgemeinert die Ergebnisse weiter auf teilweise nichtparametrisierte
Modelle (d. h. Modelle mit unendlich vielen Parametern).

Im Gegensatz zu der allgemeinen Betrachtungsweise in den eben
genannten Arbeiten werden nun hier einzelne einfache Modelle be-
trachtet. In diesen wird im einzelnen und elementar demonstriert, wie
verschiedene zeitstrukturelle Komponenten im Fehlermodell zur Iden-
tifizierbarkeit fiihren. Eine Ubersicht iiber die behandelten Modelle
wird im nachfolgenden Kapitel gegeben. Die Fehlervariablen werden
in den Modellen der Einfachheit halber weitgehend seriell unkorreliert
angenommen. Dies ist nicht prinzipiell notwendig, wie die oben er-
wihnten Ergebnisse und die Resultate des hiesigen Kapitels 5 zeigen.

2. Modelliibersicht und grundlegende Definitionen

Im einzelnen behandelt werden die folgenden Modelle. Das univariate
Regressionsmodell in verschiedenen Versionen. Die Regressionsbezie-
hung zwischen den wahren (unbeobachtbaren) Variablen ist
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(1) N = “C; + €
Beobachtet werden die (fehlerbehafteten) Variablen

Zi={+ 5

2)
Y= + wy

Zeitstruktur erhilt das Modell iiber die serielle Korrelation einzelner
Variablen. In einer Version wird Autokorrelation in der wahren exo-
genen Variablen {; vorausgesetzt, wihrend die Stdrvariablen e, s; w:
ii.d. sind. Fiir weitere Versionen ist Autokorrelation des Fehlers s; in
der beobachteten exogenen Variablen charakteristisch.

Ferner werden drei fiir die Okonometrie typische multiple Regres-
sionsmodelle betrachtet. Die Regressionsbeziehungen zwischen den
wahren Variablen sind

(3) 1. statisches Modell e =16y + Pobp + &, = & + &
(4) 2. autoregressives Modell: 5y =yn;_1 + al; + &
(5) 3. Modell mit Lag-Struktur: %, = f;0; + fal;_1 + &

Beobachtet werden die Variablen
xﬁ = Eﬁ + Uﬁ, i= ],2, bzw. Zt = gt + 5!

)]
Yp=mn + wy

Die Zeitstruktur wird dem statischen Modell iiber Autokorrelation oder
(und) Kreuzkorrelation der exogenen Variablen &4, i = 1,2, auferlegt,
wihrend die beiden iibrigen Modelle bereits in der algebraischen Form
der Beziehungen (4) und (5) eine Zeitstruktur aufweisen. Die StGr-
variablen &, vy bzw. s;, w; werden einheitlich als seriell unkorreliert
vorausgesetzt.

Fiir alle Modelle werden ganz generell die folgenden Annahmen

getroffen:
A 1) Der zugrunde gelegte Zeitbereichin (1) bis (B)istt€ Z = {..., — 1,
0,1,...).

2) Die (theoretischen) Mittelwerte aller auftretenden Variablen
sind null.

3) Die Storprozesse (g), (s:) bzw. (vs), (wy), t € Z, sind untereinander
und vom Prozefl der wahren exogenen Variablen ({) bzw. (&)
stochastisch unabhingig.

4) Alle im folgenden auftretenden asymptotischen (empirischen)
Momente* zweiter Ordnung existieren und stimmen im Zusam-

4 Zur Berechnung der asymptotischen Momente aus elementaren Annah-
men vgl. Schneeweifl (1976) und Nowak (1975 a).
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menhang mit den Stdrvariablen mit den entsprechenden theore-
tischen Momenten iiberein.

Die Identifizierbarkeit der einzelnen Modelle wird nach dem folgen-
den (Identifikations-)Verfahren untersucht. Aus der Spezifikation des
Modells werden — zu einem entscheidenden Teil nach der Methode
der Instrumentenvariablen mit zeitlich verschobenen Daten als Instru-
mente — Beziehungen zwischen den Parametern des Modells und
asymptotischen zweiten Momenten der beobachteten Variablen abge-
leitet, die auf ihre eindeutige Losbarkeit nach den Parametern zu unter-
suchen sind. Gegebenenfalls ist die Modellspezifikation geeignet zu
ergidnzen, so daB sich eine eindeutige Losung nach den Parametern
ergibt. Ist ein Parameter in den Beziehungen eindeutig festgelegt, so
heilit er identifizierbar.

Die Losungen fiir die Parameter lassen sich unten durchweg in der
Form stetiger Funktionen von asymptotischen Momenten der beobach-
teten Variablen angeben. Werden nun in diesen Funktionen die asymp-
totischen Momente durch die empirischen Momente der beobachteten
Variablen zu laufenden Stichprobengréflien ersetzt, so ergeben sich un-
mittelbar konsistente Schitzer der Parameter.

Die nach dem geschilderten Verfahren untersuchte Identifizierbarkeit
eines Modells ist in Ubereinstimmung mit den bei Schénfeld (1975) ver-
wendeten Begriffshildungen genauer die auf den (asymptotischen)
Momenten zweiter Ordnung basierende Identifizierbarkeit zu nennen.

Shockvariable ¢ und Fehlervariable w; sind unten in allen Modellen
identisch spezifiziert. Sie treten in allen Modellen — mit Ausnahme
des autoregressiven Modells — in vollig analoger algebraischen Ver-
kniipfung mit der beobachteten endogenen Variablen y; auf. Daher sind
die Varianzen ¢ und o2 beider Variablen nur im autoregressiven
Modell getrennt und in den iibrigen Modellen in der kombinierten
Form o2 + o2 identifizierbar. In beiden Féllen wird bei Identifizierbar-
keit der iibrigen Parameter von der Identifizierbarkeit des Modells
gesprochen. Ist das Modell beziiglich eines Mafles ¢ auf dem Parameter-
raum fiir fast alle Parameterwerte identifizierbar, so heillit das Modell
u-fast identifizierbar. Im folgenden bezeichne x4 das Lebesguesche Mall
iiber dem Parameterraum.



Identifikation und Schitzung 6konometrischer Zeitreihenmodelle 523
3. Das univariate Modell mit i.i.d. Storvariablen

Das Modell sei zunéchst definiert durch die Beziehungen (1) und (2),
die unter A formulierten Annahmen sowie

B 1) Die Storvariablen &, s, w; sind jeweils i.i.d. mit Varianzen a§

2 2
Ggy Oy

2) Mit Wahrscheinlichkeit 1 existieren die Grenzwerte

. 1 Z S
}’ﬂ?taé‘t”é}#m;O),JEZ
3) Fiir ein j;i =0 gilt m: G =0 .

Im Modell ergibt sich als Beziehung zwischen den beobachteten
Variablen

) Yp=0Z + &+ W —as; =02 + Uy .
Die latente Variable u; ist mit den beobachteten exogenen und endo-
genen Variablen z; und y; (asymptotisch) korreliert in der Form
. 1 . 1
plim — ¥ z; u; = plim — ¥ (§; + s) (g + w; —as) =
T % T %

1
8) = —aplim—Zs:‘=-aaf
Ty

5 1 . 1
pllm?gyt u; = plim ?¥(a§, + & + wy) (5 + wy — asy ==og + afv

Multiplikation der Gleichung (7) nacheinander mit den Variablen z:

und y;, sowie die Anwendung der Operation plim -,;—Zt: fithrt nach (8)

zu einer Verkniipfung der Modellparameter «, o, o2, o2 mit den

Momenten
. = olim L5 52 s o o) o): — olim L S'y?
mz(O).=p1m?§zt,mzy(ﬂ).épxm?;z,yt,my(].—plm?gy,

der beobachteten Variablen in der Form

My (0) = am, (0) — ao?

9) 2, 2
my(O) =&, 0 + o0, + 0,

Das Identifikationsproblem des univariaten Fehlermodells 1dB8t sich
nun wie folgt charakterisieren. Ein Verzicht auf die Annahme B 3) fiihrt
zu einer Modellspezifikation, die insbesondere ein Modell umfalit, in
welchem die Gleichungen (9) die einzigen wirksamen Bestimmungs-

33 Zeitschrift fiir Wirtschafts- und Sozialwissenschaften 1981/5
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gleichungen fiir die Parameter sind. In diesem Fall besteht eine Diskre-
panz von zwei Gleichungen zur Bestimmung (wenigstens) der drei Para-
meter «, o2, 0% + o2 . Als spezielles Modell kann das univariate Fehler-
modell mit jeweils i.i.d. normalverteilten Variablen {3, &, s;, w: angege-
ben werden. Fiir dieses sind die Gleichungen (9) dquivalent zu den
Likelihood-Gleichungen fiir die genannten Parameter?.

Die erste der Gleichungen (9) zeigt unmittelbar die Inkonsistenz der
K@-Schitzung fiir «
P my O :

Uﬁ'
ke T o) =°‘[1_ O

Sie legt jedoch bei bekannter Varianz o? den folgenden konsistenten
Schitzer & nahe

m,, (0) - Lz
(10) e S ot e
m, (0) — o 2z —To
t
dabei sei hingewiesen auf

m,(0) — o2 =m; (0) >0 .

Die Modellspezifikation impliziert ebenfalls fiir j==0 die Relationen

: 1 ; 1
plim “’ITg z;, ;4 = plim T;(CHI- + 5. ) (g +wp —as) =G

% 1 4 1 g 1
plim ?Zt: Z;,;2; = plim ?%“(ihi—{—st”) £y + s = plim ?Zc:
Leajle=mp ()

Diese zeigen, daB aufgrund der Annahme B 3) die Variable z;.; in
bezug auf die Gleichung (7) die klassischen Voraussetzungen einer In-
strumentenvariablen zur konsistenten Schiitzung des Regressionspara-
meters erfiillt. Im Rahmen der Identifikation wird daher mittels der
Operation

plim %§:2“i1.|y,=azt+ut
die Gleichung
(11) myy, (j;) = am, (j;)
gebildet mit

5 Vgl. Schénfeld (1971), Kap. 11.
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. s 1 ¥ i 1 -
m,, (j;): = plim ? ‘? 24441 Yo M, (1) = plim . ; Zy gy 2 =11 () F 0

Daraus ergibt sich der Parameter « in der Form

M,y Gy

(12) o= m, Gp)

bzw. der konsistente Schitzer & fiir o

; zh—f, Y
(13) =
57: th'l 2y

Mit den Gleichungen (9) und (11) liegen nun drei wirksame Glei-

2

chungen fiir die drei Parameter«,0?, 02 + o2 vor. Sie liefern & in (12)

und die iibrigen Parameter in der Form

m,y (0)

0:=m, () — =

(14
o2+ 02 =m, (0) —am,, (0)

sowie entsprechende konsistente Schitzer. Das Modell ist somit mit den
genannten Parametern identifiziert.

Im Zusammenhang mit der Schidtzung des Regressionsparameters
stellt sich die Frage nach der Effizienz des Schitzers & in (13). Hierzu
soll seine asymptotische Effizienz mit derjenigen des in (10) gegebenen
Schétzers & bei bekannter Fehlervarianz o2 verglichen werden. Beide
Schitzer sind unter geeigneten zusétzlichen Annahmen asymptotisch
normalverteilt. Die asymptotische Normalverteilung von « bei gege-
bener Realisation des Prozesses ({;) wird garantiert z. B. durch die er-
ginzenden Annahmen

B 4) Es existieren die Momente E|e&|2+3, E|s:|2+3, E|w;|2+® fiir
eindéd >0

5) Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt: |{;|<c<<+ o0 ,t € Z.

Nach der Anwendung eines zentralen Grenzwertsatzes® mit abhingigen
Variablen ergibt sich

(15) YT@—a|¢H~N (omm—(?);z—o”) mit o2 = o2 + 62 + o® o?
z M1,

(Zum vollstdndigen Beweis sieche Nowak (1976 a), Kap. 5).
6 Vgl. Schénfeld (1971), C.17.

33+
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Wird statt B 4) 5) die Existenz des 4-ten Moments Es}l der Fehler-
variablen s; gefordert, so erhilt « die asymptotische Verteilung?

1 JT@E@—«|CH~N@, [m, (0) o +a2 (Es; —20)])

m; (0)2

Zum Vergleich der in (15) und (16) auftretenden asymptotischen Va-
rianzen ist zu beachten, dafl gilt

m, (j;) £m, (0), jedoch auch Es! —24iZ0,

so daB sich im allgemeinen keine Uberlegenheit des Schitzers  bei be-

kannter Fehlervarianz o2 folgern 1iBt. Insbesondere nicht im Fall nor-
malverteilter Fehlervariablen s;. Dann ist ndmlich

Es}=30% und somit Es} —20i=06'>0.

4. Drei fiir die Ukonometrie
typische multiple Regressionsmodelle

4.1 Das statische Modell

Das Modell ist bis auf die unten angegebenen (identifizierenden) Be-
dingungen definiert durch die Beziechungen (3) und (6), die unter A for-
mulierten Annahmen sowie

C 1) Die Storvariablen ¢, vs, wy sind seriell unkorreliert.

Im Modell ergibt sich als Beziehung zwischen den beobachteten Va-
riablen

A7)y =Py x + axpe + & + Wy — f1 vy — Pavys = By xpy + faXpe + Uy .

Die latente Variable u; ist mit den beobachteten Variablen x;,j ; und
y: in der Form

. 1 . 1 .
plim “,ITZt: Xy Uy, = plim -'I—'%(Eﬁ +Uu=— ﬁiO'E,,-,’L =12

3 1 . 1 S .
(18) plim ?Z{‘,xhhiu, = plim -F)_t](&'tﬂ-.ﬁ— Vg U =0,7F0,i=1,2
o1 | , 2 2
plim ?gy,utzphm ?é‘,(ﬁ E 4 o+ wpuy = of + 0y,
korreliert; dabei ist 0% = Ev}, .

7 Vgl. Schneeweifs (1976).
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Im Zusammenhang mit der Formulierung der Bestimmungsgleichun-
gen fiir die Parameter sind die folgenden Bezeichnungen einzufithren

) (mly(j)) i L z(xhj,iyt)
T \mg, ) T 0 \x,52U;
my () mye (@) 1 Xppj1 X Xpi4,1%Xe .
M, @G): = ( . .| r=plim -—X =M_(—j)
Moy () T (7) TO\ xpyj0Xn Xp4j,2%ep

2
gy 0
Zpi= g ] @
0 oy

Wird M (j) in zu M; (j) entsprechender Weise mit den Variablen &
definiert, so folgt aus der Modellspezifikation

(19) M, =M;©0)+3,, M,()=M(G) firj=+0.

Multiplikation der Beziehung (17) nacheinander mit den Variablen
Xt+j,i und y; sowie Anwendung der Operation plim r;? %T - liefert unter
Beriicksichtigung von (18) die Gleichungen

(20) Mey (0) = M, (0) § — =, 8
@1) Mgy, () = M, () 3 fiirj 4 0,j € Z
(22) m, (0) = m;, (0) f + of + of,

In diesen sind die Parameter 8,3,, o+ o}, eindeutig festgelegt als
Funktion der beobachteten Variablen durch die notwendige und hin-
reichende Bedingung

M, (1)

C2) rg M;(—1) =2
M (—2)

2
vl

Denn genau in diesem Fall ergibt sich f aus den Gleichungen (21), o
und 0,2 aus (20) sowie % + 62 aus (22).

Bei Nowak (1975 b), Kap. 3, wurde gezeigt, daB die Gleichungen (20)
bis (22) das vollstindige Gleichungssystem zur Untersuchung der Iden-
tifizierbarkeit des Modells (im gegenwértigen Sinne) darstellt. Die Be-
dingung C 2) ist somit notwendig und hinreichend zur Identifizierbar-
keit der genannten Parameter.
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Die folgenden beiden Forderungen nach Autokorrelation oder Kreuz-
korrelation der Variablen &;1 und &;¢ sind jeweils hinreichend zur Giil-
tigkeit der Bedingung C 2). Zunichst die Bedingung

C 21) det ME (-1 = myq 1) Myo (1) — myg (1) Mgy (1) =’= 0
Dies ist erfiillt im Fall
myy =0
und §& A&y,
gg (1) 0 2+ iy

also bei Autokorrelation in den wahren Regressoren &1 und &2 und ab-
wesender Multikollinearitdt. Und die Bedingung

M5 1) mg (1) mae (1)
] : = det
M, (— 1)

my (1) mpp(—1) -

C25) det [

Diese ist bei Kreuzkorrelation mg (1) 3= 0 der wahren Regressoren
insbesondere auch bei fehlender Autokorrelation mj (1) = 0 erfiillt.

Unter der Bedingung C 2;) ergeben sich aus den Gleichungen (20)
bis (22) schlieBlich die Parameter in der Form

(23) B =M, (— D-1mg (- 1)

1
29 ag = B e; [M;(0) § —m,, (0)] mit e = (é) ey = ((1)) ,i=1,2

(25) o2 + 0% =m, (0) — m,, (0)' 8

und hierzu entsprechende konsistente Schitzer.

4.2 Das autoregressive Modell

Das Modell sei zunichst definiert durch die Beziehungen (4) und (6),
die unter A formulierten Annahmen sowie

D 1) Die Storvariablen &, s;, w; sind seriell unkorreliert.
2) Das Modell ist stabil mit |y | <1.

Als Beziechung zwischen den beobachteten Variablen ergibt sich
@6 w=ryyatoezntagtuw—yw_—asg=ry_gtazt+u.
Insbesondere unter Beachtung der Abhiingigkeiten

zg=2z4(s) , U=y (e, Wy Wy_y, S))

Y=Y Wy ep 8 15« ) =N (g 84_1, «+ )+ Wy
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folgen die stochastischen Relationen

. 1
plim — 2 z;u; = plim —- Et] C+spuy=—ad

. 1
plim — Zzt 1= p11mﬁZ(Ct 1+5_ Q=0

i 1 1
plim o 3 gy = pUm - 3 (-1 + ady +g+w)u =0l + al

. 1 :
plim ?Zt:yt-f“:“ plim ?Z(Y’h—z*‘ aly 1+ &1+ W)U = — o5
plim —Eyg oy = phmﬁi‘.(;’m stoalioteg gtuw gdu=0,

Damit lassen sich aus (26) fiir die Parameter 7, &, o2, o, o2 die folgen-
den Bestimmungsgleichungen ableiten; die Konstruktmn51dee sowie der
zu bestimmende Parameter sind an der jeweiligen Gleichung angegeben:

Ying| my(—D=ym, O +amy,(—1) —y} -0

zg | Mgy (0) =ymy, (1) + am,0) — ad>

@n Yeg| my(—2)=ym, (-1 +amy,(—2)
-7, &
Zo1 ] Mgy (— 1) =pmy, (0) +am,(—1)

v | my©@=ym,) +am, 0 +c+0l o’

Als Bezeichnungen sind neben den in Kapitel 3 eingefiihrten ver-
wendet:

m,, (j) : = pl ‘T‘;anyt:mm(—.ﬂ
1

my, (j) : = plim ;ymyt my (=) .

Es mogen die Momente der wahren Variablen m, (j), m, (j), usw.
analog zu den Momenten my (j), my. (j), usw. definiert sein. Dann im-
pliziert die Modellspezifikation die Beziehungen

m, () = m; ()
(28) , L frj=#0, m,, @ =m,@ firallej.
my, () = m, ()

Als notwendige und hinreichende Bedingung zur eindeutigen Lo&s-
barkeit der Gleichungen (27) erweist sich

m, (1) m,; (— 2)

! e(mcwfﬂ) m; (1) ) iy (Lt (1) — g, (0) 1 A~ B sk
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Genau in diesem Fall sind zunéchst ¢, « und anschlielend die iibrigen
Parameter bestimmt. Dabei ist insbesondere darauf hinzuweisen, dal

nun die Varianzen ¢ und o2 getrennt festgelegt sind.

Die Bedingung D 3) ist unter der Voraussetzung m; (1) & 0 hichstens
fiir ganz spezielle Parameterwerte y, &, 6 und Momentenfolgen (m; (j))
verletzt. Im autoregressiven Modell gilt némlich im allgemeinen
m, (1) 30 und es gibt keine allgemein giiltige Relation, welche die
Identitiat m, (1) m; (1) = me, (0) m,; (2) herbeifiihrt. Genauer ist die Be-
dingung

D3) m; (1) %0

also die Forderung nach einer Autokorrelation der wahren exogenen
Variablen ; iiber eine Periode hinreichend fiir die Identifizierbarkeit
des Modells fiir fast alle Parameterwerte des Parameterraums — d. h.
hinreichend fiir die u-fast Identifizierbarkeit des Modells.

Die Gleichungen (27) reprédsentieren i.a. nicht die vollstdndige im
Modell gegebene Einschrinkung der Parameter. Tatsdchlich erlaubt
die Methode der Instrumentenvariablen mit Hilfe weiter verzigerten
beobachteten Variablen z;_; und y:.; die Gewinnung zusatzlicher Be-
stimmungsgleichung. Allerdings ist zu beachten, dall im autoregressiven
Modell die Abhingigkeit

N =0 Cp o1, 6o o)
besteht, so daB} gilt

29 m(—)=0 fiirj>j, >0, wenn m,(j) =0 fir [j|>j,.

Vegl. hierzu mu (— ) ~ne-j e-5 $e-5-1, .- ) §e und mg (— J) ~ Ge-j Ce

Falls nun m¢ (j) = 0 gilt fiir |j| >0, so 148t sich der Parameter « in
den Gleichungen (27) und auch im erweiterten Gleichungssystem nicht
festlegen; es gilt dann nach (29) im System (27): my, (— 2) = m,; (— 2) =
=0und m;(— 1) = m (1) = 0.

Nowak (1979), Sdtze 6 und 14, beweist das allgemeine Resultat: Not-
wendig und hinreichend zur u-fast Identifizierbarkeit des Modells ist
die Existenz einer (asymptotischen) Autokorrelation in der wahren exo-
genen Variablen {;. Knappster Fall ist eine Korrelation iiber genau eine
Periode, also ein 1-abhéngiger Prozef} ({y).

4.3 Das Modell mit Lag-Struktur

Das Modell ist definiert durch die Beziehungen (5) und (6), die unter
A formulierten Annahmen sowie

E 1) Die Storvariablen ¢, s;, w; sind seriell unkorreliert.
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Im Modell ergibt sich als Beziehung zwischen den beobachteten Va-
riablen

B0 y=Pfizt+pfez 1t tw —Pisi—Pasi1=P1z+ Paz + 1y

und es gelten die stochastischen Relationen

. 1 2
plim th}ztutz —Bios

1 "
plim “}-“A?zt-lut= — fao;

. 1
plim — 2y, =0
t

!
plim TZ,: Yty = o> + 0,

" 1
plim = Xy, _yu, =0 .
t
Damit lassen sich aus (30) fiir die Parameter £;, 8,, o2, o2 + 02 die
folgenden Bestimmungsgleichungen ableiten

2z ! myy, (0 = ﬂl m, (0) =+ ﬂ@ m, (1) — 481 oi = O?

zp 1| My (= D =pym, (— 1)+ fom, (0) —f 03

(31) Yt I my, (¢Y] = ﬁi my, 1 + ﬂ2 My, (2
- B1, Bs
yt-l [ my (_ 1) = 481 mgz (_ 1) + ﬂﬂ myz (D)

Yy |my © =pm,©0) +Pfemy, (1) +ol+oh>0l+

Hinreichend zur eindeutigen Festlegung der Parameter fi1, B2 o,

6% + o 2in den Gleichungen (31) ist die Bedingung

my, (1) ™y, )

(32) det ( ) =m,, (1) m,, (0) — m,, (—)m,, (2) +0 .

my, (— 1) my, (0)

Diese ist im Modell in der Regel bereits erfiillt. Denn aus der struk-
turellen Gleichung (5) ergibt sich eine Korrelation von #; mit {; und mit
£i-1, so daB gilt

Lemy~ 2y 0) = my, (0) %= (0)
Eo1mp~ Mgy (= 1) =my, (1) = m,e () % 0) .

Der zweite Beitrag neben my, (1) my. (0) =0 in (32) 148t die Deter-
minante héchstens fiir ganz spezielle Parameterwerte und Momenten-
folgen (m; (j)) verschwinden.
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Insbesondere im Fall einer nicht seriell korrelierten exogenen Varia-
blen &, also bei m; (j) = 0 fiir j=3=0 gilt

myz(c) =ﬂ1mz(0) +0, My, (1) =ﬂ2mz(ﬂ) 4:0 s myz(z) =mz/z(_ 1)=0
und die Determinante (32) ist stets von Null verschieden.

Zusammenfassend 1468t sich feststellen: Das Modell ist ohne beson-
dere Forderung an die exogene Variable {; u-fast identifizierbar. Ist &;
nicht seriell korreliert, so ist das Modell identifizierbar (fiir alle Para-
meterwerte).

5. Das univariate Modell mit autokorreliertem Fehler

Betrachtet wird noch einmal das univariate Modell, in welchem nun
jedoch der Fehler s; in der exogenen Variablen Autokorrelation auf-
weisen soll. Und zwar wird er zunichst als 1l-abhingiger Moving
Average Prozefl und dann als autoregressiver Prozefl 1. Ordnung spezi-
fiziert.

Das Modell sei zuerst gegeben durch die Beziehungen (1) und (2), die
unter A formulierten Annahmen, sowie die Annahme B 3) und

F 1) & und w; sind seriell unkorreliert, s; ist 1-abhingig und besitzt
also die Autokovarianzfunktion o; (j) = 60 62 + d]il,10s (1), (st =
= Aoyt + A1 xt-1, x: seriell unkorreliert), dabei ist d;; = 1 und d;; =
=0 fiirig=j.

Werden insbesondere die stochastischen Relationen

5 1
plim isz =plim =X +5)uy = —ao,(0) = —ac?
T t T t §
. 1 < 1
pllm T%zt_1u£=phm '“f%(ct_l-{-st_l)utﬂ ._.ags(l)

. 1 .1 —
plim ?; Y4, ¥y = Plim ?g(aé}ﬂ-l—i— Eppjy + Weyj) U =0 FlIr jy 40

beachtet, so lassen sich in einer zum Kapitel 3 analogen Weise fiir die

Parameter «, o>+ o2, 02, 0; (1) des Modells unmittelbar die folgenden
Bestimmungsgleichungen angeben

mzy(ﬂ) =ocmz(0)—a:a‘2g —>u§
- My (— 1) =am, (1) —ao; (1) -0, (1)
)
my(O) =amyz(0)+a§—f—ozw -—>a§+ai

my (jl) =0 myg (]1) - &
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In diesen sind die Parameter eindeutig festgelegt, da insbesondere
nach Annahme B 3) gilt

? . . 1 .
B4y, ) = mye G = plim - ¥ (i + £1,5) by = amg () 0

Daran zeigt sich, daBl eine Autokorrelation der wahren exogenen Va-
riablen {; iiber wenigstens eine Periode — also m¢ (j1) 3=0 fiir ein
j1F 0 — bei l-abhingigem MA-Fehler s; ebenso wie im Modell mit
seriell unkorreliertem Fehler zur Identifizierbarkeit des Modells fiihrt.

Das Modell sei nun gegeben durch die Beziechungen (1) und (2), die
unter A formulierten Annahmen sowie

G 1) & und wy sind seriell unkorreliert, s; ist autoregressiv korreliert
und besitzt die Autokovarianzfunktion o;(j) =p!ile?, (st =
= 0 S¢-1 -+ 71, x¢ seriell unkorreliert).

Es ist zu beachten, daBl im Modell die wahre exogene Variable {; so-
wohl autokorreliert als auch nichtautokorreliert zugelassen ist.

Zunichst lassen sich insbesondere aufgrund der stochastischen Rela-
tionen

v 4 o
plim — ¥ z,u, = plim — % (¢, + spu; = — a0, (0) = — & o>
T 5 T %
" 1 . 1 2
plim ?Zt: Z;_q1u; = plim ?—‘; Cig+ s PDup= — o (1) = —xpo;

fiir die Parameter «, 0% + o2, 02, o des Modells die folgenden Bestim-
mungsgleichungen formulieren

m,, (0 = am,(0) —ac?

m,, (—1) = ocm,(l)—rx@af
(35) 4 3

my, (0) = am,,0) +o; + oy,

my, () = amy, (), ipF0.

Liegt nun den Momenten der beobachteten Variablen ein autokorre-
lierter Prozel der wahren exogenen Variablen {; zugrunde, so gilt

me (j1) 5= 0 fiir ein j; &= 0 und my, (j1)) 3= 0. « ergibt sich dann aus der
letzten Gleichung zu

m,, (1)
36 ~M™U)
( ) * myz (J])

Aus den beiden ersten Gleichungen folgen danach die Parameter
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9_(%({3)* am, (1) — m,, (— 1)

2 &M, (0) — m,, (0)

’x.as

(37)
o =m, 0) -~ ()

usw.

Liegt den Momenten der beobachteten Variablen ein seriell nicht
korrelierter ProzeB von ¢; zugrunde, so gilt ms (j) = 0 fiir alle j==0.
Dann gilt jedoch

m, (2) = 0, (2) = g% o’
(38) \
m, (1) =o,(1) =0 o}

Daraus folgen

_m@ o, m(1) _ m (1)
o Cm T T e T me

0% kann nun in die erste der Gleichungen (35) eingesetzt werden, woraus
sich

m,, (0) m,, (0) m, (2)

m,(0) — o> M (0)m, () —m, (1)

ergibt.

Damit ist gezeigt, dall zur Identifizierbarkeit des univariaten Modells
mit autoregressiv korrelierter Fehlervariablen s; keine besondere For-
derung an die exogene Variable {; zu stellen ist.

Zusammenfassung

Es wurde gezeigt, wie verschiedene zeitstrukturelle Komponenten in
einem Fehlermodell zu seiner Identifikation eingesetzt werden konnen. So
bewirkt in statischen Modellen eine Autokorrelation oder gegebenenfalls
eine Kreuzkorrelation der wahren exogenen Variablen die konsistente
Schédtzbarkeit des Modells. Die Annahme einer Autokorrelation in den
wahren Regressoren kann bei Modellen mit einer Lag-Struktur in der
Regressionsbezichung abgeschwicht bzw. ganz fallengelassen werden. Dies
trifft ebenfalls fiir Modelle mit autoregressiv korrelierten Fehlervariab-
len zu.

Stellvertretend fiir die aus dem Identifikationsverfahren erhaltenen
Schidtzer wurde die asymptotische Verteilung des Schétzers fiir den Re-
gressionsparameter im univariaten Modell betrachtet. Diese Verteilung ist
normal mit einer Varianz, die mit der Stiarke der Autokorrelation im wahren
Regressor abnimmt.



Identifikation und Schitzung dkonometrischer Zeitreihenmodelle 535
Summary

The paper illustrates the following thesis. Time series specific components
inherited in econometric models allow to identify shock-error models com-
pletely from the observed data. In static models some auto- or crosscorre-
lation involved in the true exogenous variables is utilized to consistently
estimating the model parameters. The appearance of some lag structure in
the linear relation of the model allows to weaken or eventually get rid
of the requirement for the existence of some autocorrelation within the
true regressor variables. This holds too in models with autoregressively
correlated errors.

The asymptotic distribution of the regression parameter estimator in the
unvariate model is shown to be normal. The asymptotic variance of the
estimator is small if there is a strong autocorrelation involved in the true
regressor.
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