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Abhandlungen

Uber die Vorteilhaftigkeit von Copula-GARCH-Modellen

im finanzwirtschaftlichen Risikomanagement

Von Gregor N. F. Weil}, Dortmund

I. Einleitung

In den vergangenen Jahren sind im quantitativen Risikomanagement
verstarkt Copula-Modelle in den Fokus der Forschung geraten, die eine
Modellierung der gesamten (linearen und nichtlinearen) Abhéngigkeits-
struktur eines Zufallsvektors ermoglichen (fiir ein frithes Beispiel der an-
wendungsorientierten Betrachtung von Copula-Funktionen und eine Kri-
tik an korrelationsbasierten Modellen vgl. z.B. Embrechts/McNeil/Strau-
mann (2002)). Eine Copula liefert in bestechend einfacher Form eine
Funktionsvorschrift, die hochst unterschiedliche Randverteilungen mit-
einander zur zugehorigen gemeinsamen Verteilung verkniipft. Erste An-
wendungen haben Copula-Funktionen aufgrund dieser Eigenschaft ins-
besondere im Risikomanagement und in der Versicherungsmathematik
gefunden, wo sie zur Generierung der gemeinsamen Verteilung eines Ri-
sikoportfolios verwendet wurden (Beispiele hierfiir finden sich u.a. bei
Junker/May (2005) und Kole/Koedijk/Verbeek (2007)). Wichtige Fra-
gestellungen der Implementierung eines auf Copula-Funktionen basie-
renden Gesamtrisikomodells sind jedoch in der Wissenschaft noch nicht
hinreichend beantwortet. So sind insb. auf die Fragen, welche parametri-
sche Familie von Copula-Funktionen am besten zur Modellierung be-
stimmter Risiken geeignet ist und wie ein hochdimensionales Modell mit
20 oder mehr Risikofaktoren effizient geschétzt werden kann, bisher
keine zufriedenstellenden Antworten gefunden worden.

Der vorliegende Beitrag verfolgt drei Ziele: Zum einen soll anhand ei-
ner umfangreichen Simulationsstudie die Vorteilhaftigkeit von Copula-
GARCH-Modellen zur Bestimmung des Value at Risk (VaR) beziehungs-
weise Expected Shortfall gegeniiber einem Varianz-Kovarianz- auf Basis
der multivariaten Normalverteilung sowie dem DCC-Modell untersucht
werden. Zum anderen soll die Frage geklart werden, inwieweit das je-
weilige Out-of-Sample als optimal identifiziertes Copula-GARCH-Modell
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auf Basis des In-Samples hétte ermittelt werden kénnen. Der Mehrzahl
der Artikel in der Literatur folgend wird hierfir zunéchst ein Copula-
Anpassungstest verwendet. Anschliefend wird die Frage beantwortet, ob
das optimale Copula-GARCH-Modell unter Verwendung von idiosynkra-
tischen Eigenschaften der Portfolio-Zeitreihen identifiziert werden kann.
SchlieBlich soll im Rahmen dieses Beitrags erstmals die Eignung einer
vollstéandig zeitabhéngigen Mixture Copula fiir die VaR-Schétzung empi-
risch tiberpriift werden.

Zu diesem Zweck wird zunichst das notige mathematische Fundament
der Theorie der Copula-Funktionen gelegt. Hierauf aufbauend werden
die Copula-GARCH-Modelle zur Bestimmung einer gemeinsamen Ver-
lustverteilung erortert. Durch die Analyse eines aus insgesamt 1275 im
DAX vertretenen Aktien, Commodities, Indizes und W&hrungs-Futures
bestehenden Portfolios stellt dieser Beitrag die bislang umfangreichste
Untersuchung zur Vorteilhaftigkeit von Copula-Risikomodellen dar.

Der Beitrag untergliedert sich in fiinf Abschnitte. Abschnitt II. be-
inhaltet einen kurzen Literaturiiberblick. Abschnitt III. erldutert die uni-
variate Schitzung des Value at Risk mithilfe von GARCH-Prozessen. In
Abschnitt IV. werden Methoden zur Bestimmung des Portfolio-Value-at-
Risks vorgestellt. Abschnitt V. présentiert die empirische Untersuchung
sowie die Ergebnisse. Eine kurze Zusammenfassung des Beitrags wird in
Abschnitt VI. gegeben.

II. Literaturiiberblick

Eine der ersten empirischen Studien tber die Vorteilhaftigkeit von Co-
pula-Modellen fiir die Modellierung von Abhangigkeitsstrukturen zwi-
schen verschiedenen Anlageformen stammt von Malevergne/Sornette
(2003). Die Autoren zeigen fiir einen Datensatz, bestehend aus sechs
Wahrungskursen, sechs Commodity-Preisen und 22 an der NYSE notier-
ten Aktienkursen, dass fiir die Mehrzahl der innerhalb einer Anlage-
klasse gebildeten bivariaten Portfolios die Abhingigkeitsstruktur am
besten durch eine GauB-Copula modelliert werden kann. Gleichzeitig
betonen sie, dass die Student’s t Copula falschlicherweise fiir eine Gaul3-
Copula gehalten werden kann. Kritisch ist an der Studie von Male-
vergne/Sornette jedoch zu sehen, dass diese keine Schitzung von Risiko-
maBen fiir die Portfolios enthilt, archimedische Copulas nicht bertick-
sichtigt und keine Copula-spezifischen Anpassungstests verwendet. Die
vermutete pauschale Vorteilhaftigkeit einer einzigen parametrischen Co-
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pula ist jedoch beispielhaft fiir die Ergebnisse zahlreicher Arbeiten in
den Folgejahren (Beispiele fiir solche Arbeiten sind u.a. Fantazzini
(2008) und Kole/Koedijk/Verbeek (2007)). Beispielsweise zeigen Kole/
Koedijk/Verbeek (2007) fur ein trivariates Portfolio aus Aktien-, Anleihe-
und REITS-Indizes, dass die Abhingigkeitsstruktur dieses Portfolios am
besten durch eine Student’s t Copula modelliert werden kann. Ein dhn-
liches Resultat hinsichtlich der Wahl der parametrischen Copula finden
Di Clemente/Romano (2005).

Junker/May (2005) zeigen in ihrer Studie, dass ein Modell mit
GARCH-Prozessen als Randverteilungen und einer speziell transformier-
ten Frank-Copula marginal bessere Value-at-Risk- und Conditional-
Value-at-Risk-Schatzungen liefern kann als die Gaul3- oder Student’s t
Copula. Abermals stiitzen die Autoren dieses Ergebnis jedoch auf die
Untersuchung eines einzelnen bivariaten Portfolios aus Hoechst- und
Volkswagen-Aktien in einem einzigen Betrachtungszeitraum und ver-
wenden ausschlieBlich allgemeine (Copula-unspezifische) Anpassungs-
tests. Ein fast identisches Ergebnis unter dhnlichen Einschrinkungen
finden Palaro/Hotta (2006), wobei sie fiir ein bivariates Portfolio, beste-
hend aus dem S&P 500- und dem NASDAQ-Index, die Vorteilhaftigkeit
eines Copula-GARCH-Modells mit symmetrisierter Joe-Clayton-Copula
und GARCH-Randverteilungen finden.

Ebenso zeigt Fantazzini (2006) mithilfe einer empirischen Unter-
suchung von drei bivariaten Portfolios aus Aktienindizes, dass eine kon-
stante beziehungsweise dynamische GaufB-Copula ausreicht, um im
Backtesting akzeptable VaR-Schitzungen zu liefern.

Den genannten Studien ist somit gemein, dass alle Autoren auf Basis
weniger Portfolios eine klare Vorteilhaftigkeit von Copula-Modellen im
Vergleich zu korrelationsbasierten Modellen aufzeigen. Diese unterstellte
Vorteilhaftigkeit soll daher auch in dieser Arbeit zunéchst untersucht wer-
den. Die genannten Studien suggerieren zudem, dass das Rahmenwerk ei-
nes Copula-Modells stets bessere Risikoschatzungen liefert als ein korrela-
tionsbasiertes Modell, solange nur die (ex ante unbekannte) parametrische
Copula-Form richtig gewdhlt wird. Im Rahmen dieser Untersuchung soll
daher zunichst tberprift werden, ob auch fiir eine groe Anzahl an Port-
folios diese Vorteilhaftigkeit von Copula-Modellen gegeniiber einem korre-
lationsbasierten Modell gegeben ist. Wahrend vergleichbare Untersuchun-
gen wie bspw. Fantazzini (2006) und Kole/Koedijk/Verbeek (2007) in der
Regel nur wenige Portfolios betrachten, verallgemeinern die Ergebnisse
der vorliegenden Untersuchung die bestehende Forschung zu Copulas.
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Betrachtet man insbesondere die Arbeiten von Malevergne/Sornette,
Kole/Koedijk/Verbeek und Di Clemente/Romano, so erkennt man, dass
die Autoren dieser Studien eine klare Vorteilhaftigkeit elliptischer Copu-
las als Ergebnis festhalten. Andererseits zeigen Junker/May und Palaro/
Hotta, dass fiir die von ihnen betrachteten Portfolios archimedische Co-
pulas optimal sind. Fiir praktische Zwecke besonders relevant ist somit
die Frage, wie die optimale parametrische Copula-Form im Vorfeld der
Schatzung identifiziert werden kann. Da sémtliche bisherigen Studien
(wenn uberhaupt) nur Copula-unspezifische (d.h. fiir allgemeine Vertei-
lungsfunktionen giiltige) Anpassungstests verwendet haben, soll im Rah-
men dieser Untersuchung ein spezieller Anpassungstest fiur Copula-
Funktionen verwendet werden, dessen Giite in Simulationsstudien besti-
tigt wurde. Zudem ist bemerkenswert, dass bislang keine Studie
Copula-Modelle sowohl durch ein VaR- beziehungsweise ES-Backtesting
als auch gleichzeitig durchgefiihrte Anpassungstests beurteilt hat. Falls
die Ergebnisse bisheriger Simulationsstudien Bestand haben, sollte der
Anpassungstest auch mit Blick auf optimale VaR- und ES-Schitzungen
stets die optimale parametrische Copula-Form ermitteln konnen."

Jingste Anstrengungen im Bereich der Copula-Forschung bezwecken
insbesondere eine Erhohung der Flexibilitat von Copula-Modellen. Als
Beispiele kénnen hier sogenannte Vine Copulas bzw. Pair-Copula Con-
structions genannt werden, bei denen unterschiedliche parametrische
Copulas ineinandergeschachtelt zu einem hoch-dimensionalen Modell zu-
sammengestellt werden konnen (vgl. hierzu insbesondere die Arbeiten
von Aas/Berg (2009) und Cooke/Joe/Aas (2010)). Eine erhohte Flexibili-
tat wird ebenfalls mit sogenannten Mixture-Copula-Modellen angestrebt,
bei denen mehrere parametrische Copulas als Konvex-Kombination zu
einer neuen Copula zusammengestellt werden (vgl. z.B. die Arbeit von
Markwat/Kole/van Dijk (2010)). Die Eignung dieser Modelle zum Zwe-
cke der Risikomessung ist jedoch bislang noch nicht untersucht worden.

Die genannten Ergebnisse zeigen, dass die Frage nach der optimalen
parametrischen Copula in der Literatur nicht abschlieBend geklart ist.
Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung wird versucht, diese
Forschungsliicke durch einen neuen Ansatz zu schlieBen, indem die Ab-
hiangigkeit der optimalen parametrischen Copula von den idiosynkrati-

1 Die beiden einzigen umfassenden Simulationsstudien von Berg (2009) und Ge-
nest/Rémillard/Beaudoin (2009) simulieren ausschlieBlich aus vorgegebenen para-
metrischen Copula-Funktionen und analysieren keine komplexeren Abhingig-
keitsstrukturen sowie Realdaten.
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schen Eigenschaften der Portfolio-Zeitreihen untersucht wird. Zuséatzlich
soll in dieser Untersuchung erstmals die Giite einer VaR- bzw. ES-Schét-
zung mithilfe eines vollstindig zeitabhingigen Mixture-Copula-Modells?
iiberpriift werden. Fiir einen sehr guten Uberblicksartikel iiber weitere
Stromungen innerhalb der Forschung zu Copula-Funktionen sei der inte-
ressierte Leser auf Genest/Gendron/Bourdeau-Brien (2009) verwiesen.

Im Folgenden werden nun die verschiedenen univariaten und multi-
variaten Modelle zur Messung des Risikos eines Portfolios besprochen.

III. Univariate VaR-Schitzung mithilfe
von GARCH-Prozessen

Die quantitative Messung von Marktpreisrisiken wird in der Praxis re-
gelméBig mithilfe des Value at Risk vorgenommen. Formal lasst sich der
(unbedingte) Value at Risk einer Verlustverteilung L zu einem Konfidenz-
niveau a schreiben als (McNeil/Frey/Embrechts (2005))

1) VaR(a) = inf{l € R|FL(l) > a}.

Betrachten wir dagegen die bedingte Verlustverteilung L|Q; (unter der
Bedingung der o-Algebra Q; der bis zum Zeitpunkt ¢ verfiigharen Infor-
mationen) und somit ein zeitabhéngiges Modell, so schreiben wir den
Value at Risk fiir den Tag ¢t + 1 als

2) VaR, . 1(@) = inf{l € RIFyo,() > a}.

Da der Value at Risk kein kohirentes Risikomal} darstellt (Artzner et al.
(1999)) soll in der empirischen Untersuchung zudem der Expected
Shortfall (definiert als Erwartungswert der den VaR ubertreffenden
Verluste) berechnet werden. Formal ist der Expected Shortfall zum
Konfidenzniveau a fiir eine Verlustverteilung L definiert als ES,(L)
= E[L|L > VaR,(L)] (Wong (2008)). Fiir stetige Verteilungen entspricht
der ES dem Conditional Value at Risk, der definiert ist als durchschnitt-
licher VaR fiir alle Konfidenzniveaus unterhalb von a.

Im Folgenden soll ein Modell X dann als vorteilhafter gegeniiber einem
zweiten Modell Y angesehen werden, wenn die hiermit ermittelte Anzahl

2 Hierunter verstehen wir eine Konvex-Kombination verschiedener parametri-
scher Copulas, bei der sowohl die Parameter der Konvexkombination als auch der
einzelnen Copulas zeitabhéingig sind.
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an VaR-Uberschreitungen (Exceedyoqenx) niher an der erwarteten Anzahl
an Uberschreitungen (Exceedgnp) liegt als die des zweiten Modells
(Exceedyogeny), ohne die erwartete Anzahl zu liberschreiten. Die so defi-
nierte Vorteilhaftigkeit eines Modells bedeutet, dass das Modell X das
Risiko addquater darstellt, als dies Modell Y tut, ohne jedoch das vom
Investor eingegangene Risiko zu unterschitzen. Aquivalent hierzu be-
trachten wir ein Modell als optimal fiir die Berechnung des Expected
Shortfalls (ES), falls der mit diesem Modell berechnete durchschnittliche
ES im Testzeitraum die Schétzungen sdmtlicher tibriger Modelle verbes-
sert, ohne den tatsidchlichen durchschnittlichen ES zu tiberschreiten.

Fir die empirische Berechnung des Value at Risk beziehungsweise Ex-
pected Shortfalls aus Realdaten sollten in einem ersten Schritt die Daten
univariat mithilfe eines parametrischen Verteilungsmodells angepasst
werden. Muss in einer vorgelagerten Datenanalyse die Nullhypothese ei-
ner bestimmten Verteilungsform (z.B. normal- oder t-verteilte stationare
Daten) abgelehnt werden, wie dies regelmaBig fiir Kapitalmarktdaten der
Fall ist, so erfolgt die univariate Modellierung mithilfe eines GARCH-
Prozesses. Wir beschrianken uns im Folgenden auf die Betrachtung der
Marktpreisveranderung X; zum Zeitpunkt ¢ der jeweiligen Position, aus-
gedriickt als Logrendite, als einzigem Risikofaktor. Wird als univariates
Modell ein GARCH(1,1)-Prozess gewdihlt, so ist man auf die Bestim-
mungsgleichungen

(3) X;=B+¢

4) ol =ay+ael_ | +Bo?

gefiihrt. Hierbei stellt X; die Logrendite zum Zeitpunkt ¢ dar, B ist eine
Konstante, ¢ das Residuum zum Zeitpunkt ¢ und o? die Varianz zum
Zeitpunkt ¢, wobei die Residuen z.B. als normal- oder t-verteilt ange-
nommen werden (Bollerslev/Wooldridge (1992)). Eine Uberpriifung der
Anpassungsgiite der univariaten Modelle kann z.B. mithilfe des Ljung-
Box-, des Jarque-Bera- sowie des Kolmogorow-Smirnow-Tests vor-
genommen werden.

Fir normal- oder t-verteilte Residuen sind der Value at Risk bzw. Ex-
pected Shortfall dann direkt analytisch bestimmbar. Mit F als (bedingter)
Verteilungsfunktion der Residuen ¢; und oy, ; als Prognose fiir die Volati-
litat gilt dann (vgl. hierzu Gao/Song (2008)):

(5) VaR;, 1(a) = 0y 1 F Y (a)
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1 (Fl@
(6) ES; 1(a) =041 Z/ xdF(x).

Nach der Schéitzung der Parameter des GARCH(1,1)-Prozesses und der
hierauf basierenden Prognose der Volatilitdt o;,; kann dann zusammen
mit dem entsprechenden Quantil der Normal- oder t-Verteilung der uni-
variate VaR bestimmt werden. Die auf diese Art bestimmten VaRs kon-
nen mithilfe von Korrelationen miteinander verkniipft werden. Da die
Berechnung des Portfolio-VaRs mithilfe von Copula-Funktionen jedoch
samtliche Auspriagungen der Randverteilungen (und keine univariaten
Quantile bzw. VaRs) benotigt, werden zusitzlich zu den analytisch be-
stimmten VaRs auch Renditen mit den geschéitzten GARCH-Prozessen si-
muliert.

Auf Basis der flir einen Schitzzeitraum [s; t] geschitzten univariaten
GARCH-Modelle erfolgt somit im zweiten Schritt eine Monte-Carlo-Si-
mulation. Fiir jede Aktie werden fiir den auf den Schéitzzeitraum folgen-
den Tag t + 1 10.000 Prognosewerte fiir die Logrendite aus den univaria-
ten Modellen simuliert. AnschlieBend werden die Modelle fiir den Zeit-
raum [s + 1;¢ + 1] neu geschatzt und 10.000 simulierte Logrenditen fiir
den Tag t + 2 bestimmt usw. Das Ergebnis ist eine Simulationsmatrix der

Form
(1) (2) (10.000)
Xt+1 Xt+1 Xt+1
.
X,

() X =
(1 (2 (10.000
X xp o X[

Ein Eintrag )ﬂft(f) in der t*-ten Zeile und ¥-ten Spalte der Matrix (7) be-
schreibt dabei die U-te fiir einen Tag t* € [t + 1; t] im Testzeitraum si-
mulierte Logrendite einer Aktie. Die so simulierten Logrenditen fiir ei-
nen Tag t* €[t + 1;t]| konnen im nédchsten Schritt zur Schitzung des
Portfolio-VaRs mithilfe von Copula-Funktionen verwendet werden.
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IV. Vorstellung der korrelationsbasierten
Benchmark- und Copula-Modelle

1. Bestimmung des Value at Risk mithilfe von Korrelationen

Wurde fir jede Vermogensposition der univariate VaR ermittelt, so
stellt sich die Frage, wie die Einzel-VaRs aggregiert werden kénnen, um
so den VaR auf Portfolioebene zu bestimmen. Hierfiir kann der lineare
Gleich- beziehungsweise Gegenlauf der Vermogenspositionen genutzt
werden. Der VaR im Zwei-Wertpapier-Fall lisst sich unter der Annahme
normalverteilter Renditen mithilfe des linearen Korrelationskoeffizienten
0,, der Verluste bestimmen (fiir eine Diskussion dieses Varianz-Kovari-
anz-Modells vgl. Dowd (1998)). Zur Vereinfachung werden die Notatio-
nen fir das Signifikanzniveau und den Prognosetag ¢t + 1 unterdriickt.

8) VaR'" = \/VaR} + VaR} + o,, VaR, VaR,.

Diese Uberlegung ist grundsitzlich iibertragbar auf die Aggregation
vieler Einzel-VaRs (Dowd (1998)):

(9) VaR? = v/VaR - R - VaR".

Dabei bezeichnet VaR den Vektor aller Einzel-VaRs und R die Korre-
lationsmatrix. Im Folgenden bezeichnen wir eine mittels der Gleichung
(8) stattfindende Aggregation der Einzel- zum Portfolio-VaR als Varianz-
Kovarianz-Modell.

Ein Nachteil des vorgestellten Modells ist, dass es eine zeitliche Kon-
stanz der Korrelationen unterstellt. Die Annahme konstanter Korrelation
ist jedoch sehr einschrankend und widerspricht der Erkenntnis zahlrei-
cher Untersuchungen (vgl. z.B. Engle (2002)), dass Korrelationen zwi-
schen Kursrenditen in der Regel zeitabhingig sind. Aus diesem Grund
wird in dieser Untersuchung das Dynamic-Conditional-Correlation-
(DCC-)Modell von Engle als zweite Benchmark zu den Copula-Modellen
verwendet. Hierbei handelt es sich um ein multivariates GARCH-Modell,
bei dem in einem ersten Schritt univariate GARCH-Modelle fiir samt-
liche Kursreihen geschétzt werden. In einem zweiten Schritt wird dann
eine zeitabhéngige Korrelationsmatrix auf Basis der standardisierten Re-
siduen aus dem ersten Schritt geschétzt (vgl. hierzu insbesondere Engle
(2002) und Engle/Sheppard (2003)).
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Im DCC-Modell werden zunichst univariate GARCH-Modelle an die d
einzelnen Renditenreihen des Portfolios angepasst, um mittels der ge-
schiatzten bedingten Volatilititen die Renditen zu standardisieren. Der
Vektor der standardisierten Renditen wird dann fiir die Modellierung der
dynamischen Korrelationen verwendet. Formal gelten dann im DCC-Mo-
dell die folgenden Beziehungen:

(10) Xe=m+&

mit = (U 4. pgy) = E(X;|Q:; ;) als unter den bis zum Zeitpunkt
t — 1 verfugbaren Informationen Q; ; bedingten erwarteten Renditen
und & = (e1¢,...,&q:) als Stértermvektor. Zudem gilt

(11) &|Q¢-1 ~ N(0; Hy),

d.h., die Storterme sind bedingt multivariat normalverteilt mit Varianz-
Kovarianz-Matrix H,. Fir diese gilt

(12) H, = D:R;D;

mit einer Diagonalmatrix D, = diag{\/@} und z, = D, '¢,. Hierbei sind
hi: (i=1,...,d) die geschétzten bedingten Varianzen der univariaten
GARCH-Modelle, D, ist die Diagonalmatrix der bedingten Volatilitaten,
R; ist die zeitabhingige bedingte Korrelationsmatrix der Renditen und z;
ist der Vektor der standardisierten Renditen mit Erwartungswert null
und Varianz eins. Das DCC-Modell kann dann zweistufig (im ersten
Schritt werden die standardisierten Renditen {iiber die univariaten
GARCH-Modelle bestimmt, im zweiten Schritt werden die bedingten
Korrelationen ermittelt) mittels einer Maximum-Likelihood-Schatzung
geschitzt werden. Der Portfolio-Value-at-Risk kann dann unter der An-
nahme t-verteilter Residuen der univariaten GARCH-Modelle z.B. mit-
tels

(13) VaR[T (a) =t (a) - /W, Hew,

mit ¢;1(a) als a-Quantil der Standard-t-Verteilung mit v Freiheitsgraden,
w; als Vektor der prozentualen Anteile der einzelnen Anlagen im Portfo-
lio und mit H, als mittels des DCC-Modells geschétzter Varianz-Kova-
rianz-Matrix (fiir eine &hnliche Vorgehensweise vgl. Hsu Ku/Wang
(2008)) berechnet werden. Der Expected Shortfall ist fiir das DCC-Mo-
dell mit t-verteilten Residuen gegeben mit
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L (E1 + (£ ()
(14) BSIT, (@) =7 (1”,(5)) ( o )Jm
wobei ¢! wieder die Quantilsfunktion und g, die Dichtefunktion der
Standard-t-Verteilung mit v Freiheitsgeraden bezeichnen.

Die dargestellten korrelationsbasierten Modelle besitzen jedoch zwei
fundamentale Schwichen, die zu erheblichen Fehlern in der Schétzung
des Value at Risk fiihren konnen. Zum einen stellt die Verknipfung der
Einzel-VaRs mithilfe von Korrelationen nur im Falle multivariat normal-
verteilter Risikofaktoren eine geeignete Modellierung der Abhéngigkeits-
struktur dar. Eine solche Vereinfachung ist jedoch empirisch nicht halt-
bar. So sind Kapitalmarktdaten in der Regel leptokurtisch und nicht nor-
malverteilt. Zudem weisen Kapitalmarktdaten haufig Heteroskedastie
auf (zu diesen und weiteren stilisierten Fakten tiber Kapitalmarktdaten
vgl. McNeil/Frey/Embrechts (2005)). Zum anderen ist die rein korrelati-
onsbasierte Aggregation der univariaten Verteilungen fir die Modellie-
rung nichtlinearer Abhéngigkeiten génzlich ungeeignet. Im Folgenden
soll daher ein Modell vorgestellt werden, das beide Schwachstellen in
Ansétzen behebt. In diesem erfolgt die multivariate Modellierung der
Zeitreihen mithilfe von Copula-Funktionen, die die Abbildung der ge-
samten Abhingigkeitsstruktur ermoglichen.?

2. Copula-Modelle zur Ermittlung des Gesamtrisikos

Ziel dieses Kapitels ist die kompakte Darstellung der Grundlagen der
Copula-Theorie sowie der Copula-GARCH-Modelle zur Bestimmung der
multivariaten Verlustverteilung eines Portfolios.

a) Grundlagen der Copula-Theorie

Sei F(x1,...,xq) die gemeinsame Verteilungsfunktion einer Menge von
Zufallsvariablen (Xj,...,X,) definiert durch:

3 Neben der Copula-Modellierung existieren offensichtlich zahlreiche weitere
Verfahren fiir die Schitzung des Value at Risk bzw. anderer RisikomaBe. Beispiele
fiir die VaR-Schitzung mithilfe der Extremwerttheorie finden sich z.B. in McNeil/
Frey (2000), Lauridsen (2001) oder Gencay/Selcuk (2004). Einen Uberblick iiber
die Prognosegiite verschiedener Verfahren wie z.B. der Quantilsregression bietet
Mittnik/Kuester/Paolella (2006).
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(15) F(xy,...,xq) =P(X; <x;; i=1,---,d).

Eine d-dimensionale Copula-Funktion, verkiirzt auch als Copula be-
zeichnet, ist eine Funktion C auf dem d-dimensionalen Einheitskubus
[0;1)% in das Einheitsintervall [0;1], die eine d-dimensionale Verteilungs-
funktion mit d univariaten und auf dem Intervall [0;1] gleichverteilten
Randverteilungen darstellt (Nelsen (2006); McNeil/Frey/Embrechts
(2005)). Die zentrale Bedeutung von Copula-Funktionen fiir die Modellie-
rung von stochastischen Abhéngigkeiten wird im Satz von Sklar deutlich
(Sklar (1959)):

Sei F eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Randverteilungen
Fi,...,Fq, dann existiert eine Copula-Funktion C: [0; l]d — [0;1], sodass
fiir alle x4, ..., x4 € R gilt:

(16) F(x1,...,2q) = C(Fi(x1), ..., Fa(xa)).

Sind die Randverteilungen stetig, so ist C eindeutig, ansonsten ist C ein-
deutig bestimmbar auf dem kartesischen Produkt der Wertebereiche der
Randverteilungen (ein Beweis findet sich bei Nelsen (2006), S. 18).

Beschreibt F(u;) := inf{x;|Fi(x;) > u;} die verallgemeinerte inverse Ver-
teilungsfunktion und wertet man die linke Seite von Gleichung (16) an
den Stellen x; = F; (u;) mit 0 <wu; <1 fiir i=1,...,d aus, so ergibt sich
(McNeil/Frey/Embrechts (2005)).

(am Cluy,...,uq) = F(FT (w),...,F5 (ua)).

Eine Copula ermoglicht somit eine im Vergleich zu herkémmlichen,
hiufig auf Normalverteilungsannahmen beruhenden Modellen flexiblere
Modellierung multivariater Verteilungen.

b) Parametrische Copulas

Die Kalibrierung eines Copula-GARCH-Modells zur Schitzung des
Value at Risk erfordert insbesondere die Auswahl einer parametrischen
Funktionalform fiir die (unbekannte) wahre Copula. Im Folgenden sollen
nun explizit zwei wichtige Familien von parametrischen Copulas vor-
gestellt werden: die elliptischen und archimedischen Copulas. Wir be-
schranken uns dabei auf Copulas, die beliebig in hthere Dimensionen
verallgemeinert werden kénnen.
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Die Familie der elliptischen Copulas umfasst solche Funktionen, die
aus multivariaten elliptischen Verteilungen, wie z.B. der multivariaten
Normal- oder Student’s-t-Verteilung, resultieren. Die Normal-Copula
oder auch GauB-Copula ist die Copula der multivariaten Normalvertei-
lung. Stellt F die Verteilungsfunktion ®r der multivariaten Normalver-
teilung mit Korrelationsmatrix R dar und Fiy,...,Fyq jeweils die Vertei-
lungsfunktion ® der univariaten Normalverteilung, so folgt aus der all-
gemeinen Form des Satzes von Sklar die Normal-Copula als (McNeil/
Frey/Embrechts (2005)).

(18) CN(uy, ..., uq) = Pp (@ (uy),..., 0 (ug)).

Implizit ausformuliert mittels der Dichtefunktion der Normalverteilung
fuhrt dies zu:

1 " oL (ug) & L(ug) 1
(19) Cp = (Zn)d/z R| [x [x exp (7EXTR’1x>d.7c1...dxd‘

Die Normal-Copula CJ ist durch die Matrix R parametrisiert. Im Falle
normalverteilter Randverteilungen (und nur in diesem Fall) ist R iden-
tisch zur Korrelationsmatrix der aus der Verknipfung der Normal-Co-
pula und der Randverteilungen resultierenden d-dimensionalen Normal-
verteilung (fiir einen Beweis dieser Aussage vgl. Kinnebrock (2005)). Of-
fensichtlich kann auch nur in diesem Fall die Matrix R mit der
Korrelationsmatrix kalibriert werden.

Wie zur Herleitung der Normal-Copula kann abermals der Satz von
Sklar verwendet werden, um die univariaten t-verteilten Randverteilun-
gen zu einer gemeinsamen multivariaten t-Verteilung mit der Korrela-
tionsmatrix R und der Anzahl an Freiheitsgraden v zu verbinden (McNeil/
Frey/Embrechts (2005)). Die t-Copula kann implizit notiert werden als:

()

(v 1 (£) IRJ?

v+d

t ) &t ) 1 - (T)
/ / (1 +;xTR’1x> da; ... dag,

00 00

(20) Cg, =

wobei t, die Verteilungsfunktion der univariaten t-Verteilung mit v Frei-
heitsgraden bezeichnet. Fiir v — oo konvergiert die t-Copula gegen die
Normal-Copula.

Die vorgestellten elliptischen Copula-Funktionen zeichnen sich unter
anderem durch ihre Symmetrie in den oberen und unteren Randberei-
chen der gemeinsamen Verteilung aus. Im Finanzbereich tritt jedoch hau-
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fig das Phidnomen auf, dass groBe Verluste haufig eine grolere Abhingig-
keit aufweisen als Gewinne. Im statistischen Sinne liegt in diesen Fallen
eine Form der Randabhingigkeit des Zufallsvektors vor. So eignet sich
bspw. eine Copula mit unterer Randabhéangigkeit (engl.: lower tail depen-
dence) besonders fiir die Modellierung von Realdaten, fiir die extreme
gleichzeitig auftretende Kursverluste wahrscheinlicher sind als entspre-
chende extreme Kursgewinne.

Die bisher erlauterten Copula-Funktionen kénnen jedoch ausschlieB3-
lich symmetrische Formen der Randabhingigkeit abbilden (die Normal-
Copula ist randunabhéngig, die Student’s t Copula ist symmetrisch rand-
abhingig). Daher sollen nun drei Funktionen aus der Familie der archi-
medischen Copulas erortert werden, die auch das Modellieren von
asymmetrischen Abhingigkeiten in den Randbereichen der gemeinsamen
Verteilung ermoglichen.

Die im oberen Bereich der gemeinsamen Verteilung randabhéngige (up-
per tail dependent) Gumbel-Copula ist explizit gegeben durch:

1
] 1
(21) CS%(uy, ..., uq) = exp | — (Z —(1nu,-)"> ’ )

Die im unteren Bereich der gemeinsamen Verteilung randabhingige
(lower tail dependent) und somit insbesondere fiir die Modellierung von
Kapitalmarktdaten geeignete Clayton-Copula.* (Clayton (1973)) hat die
folgende explizite Form:

(22) CS'uy, . ug) = (u® + - +ug® —d+1)V°

Die Clayton-Copula ist lediglich fiir 8 > 0 definiert und ergibt fir
6 — 0 die Unabhéngigkeits-Copula.

Die randunabhingige Frank-Copula besitzt die explizite Form (Cheru-
bini/Luciano/Vecchiato (2004)):

1 [17_ ) (exp(~0w) — 1)
(23) Cil(w,- - ta) = = h‘(l T (exp(—6) - )

mit 6 > 0 fir d > 2.

4 Die Clayton-Copula wird auch als Cook-Johnson-Copula bezeichnet und
wurde urspriinglich von Kimeldorf/Sampson untersucht, vgl. hierzu Cook/Johnson
(1981) und Kimeldorf/Sampson (1975).
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Die bis hierhin vorgestellten parametrischen Copulas besitzen aus-
schlieBlich zeitkonstante Parameter. Empirische Studien z.B. von Lon-
gin/Solnik (1995) oder Bekaert/Hodrick/Zhang (2009) belegen jedoch,
dass sich die Abhingigkeitsstrukturen insbesondere von Kapitalmarkt-
zeitreihen im Zeitablauf stark verdndern. Ein Value-at-Risk-Modell, das
diese zeitliche Variation der Abhéngigkeitsstruktur nicht berticksichtigt,
kann daher einem erheblichen Modellrisiko ausgesetzt sein. Zur Verrin-
gerung dieses Modellrisikos und zur Erhohung der Flexibilitat der zu
verwendenden Modelle sollen daher Copulas mit zeitabhingigen Parame-
tern sowie eine vollstindig zeitabhéngige Mixture Copula verwendet
werden (zur Verwendung von zeitabhangigen Copulas vgl. Patton (2006),
Bartram/Taylor/Wang (2007) und Chen/Poon (2010)).

Bei den zeitabhéngigen (bzw. bedingten) Copulas wird unterstellt, dass
die Parameter der Copula nicht konstant sind, sondern sich im Zeit-
ablauf verdndern kénnen. Um diese zeitliche Variierbarkeit der Copula-
Parameter erreichen zu kénnen, werden die konstanten Copula-Parame-
ter durch die nachfolgend zu besprechenden Entwicklungsgleichungen
ersetzt.

Der Parameter fiir eine bivariate bedingte Gaul3-Copula ist dann gege-
ben als

1 10
@ ama(are a3 @) )
i=1

wobei A(x) :=(1—e*)(1+e*) " eine modifizierte logistische Transfor-
mation, ® ! die Inverse der Standardnormalverteilung und Y;;_;
(i =1,2) die letzten zehn sog. Pseudobeobachtungswerte beschreiben. Die
Funktion A(x) bewirkt hierbei zunéchst eine Transformation des inneren
Ausdrucks auf das offene Intervall (—1; 1), sodass der resultierende Wert
ein zulédssiger Korrelationskoeffizient ist. Der innere Klammerausdruck
dhnelt dann einem ARMA(1,10)-Prozess. Der zukiinftige Wert des Para-
meters o, hingt somit zunichst ab von einem konstanten Term w, und
dem mit 8, gewichteten vorherigen Parameterwert o, ,. Die Werte Y;, ;
stellen dann transformierte Rangdaten dar, die als Beobachtungen der
wahren Copula aufgefasst werden kénnen (vgl. Genest/Rémillard/Beau-
doin (2009) fur weitere Eigenschaften rangtransformierter Beobachtungs-
werte). Sei X eine T x d-dimensionale Matrix von T Beobachtungswerten
eines d-dimensionalen Zufallsvektors, so wird diese in die ebenfalls
T x d-dimensionale Matrix Y der Pseudobeobachtungswerte mithilfe fol-
gender Formel tiberfiihrt:

Kredit und Kapital 4/2011



Uber die Vorteilhaftigkeit von Copula-GARCH-Modellen 557

(25) %= (i) = (e )

wobei R;; den Rang von Xj; unter (Xy;,...,Xr) bezeichnet. Wihrend die
Werte Xj; somit Beobachtungen der gemeinsamen Verteilung darstellen,
kénnen die Pseudobeobachtungswerte Yj; als Stichprobe der wahren Co-
pula und damit der Abhingigkeitsstruktur aufgefasst werden. Durch das
Einsetzen dieser Pseudobeobachtungswerte in die Quantilsfunktion !
erhalten wir schlieBlich wieder Beobachtungswerte der gemeinsamen
Verteilung unter der Annahme normalverteilter Rdnder. Die gemittelten
letzten 10 transformierten und miteinander multiplizierten Pseudobeob-
achtungswerte der Copula werden schliefilich zusétzlich zum autoregres-
siven Teil der Entwicklungsgleichung (24) fir den zeitabhingigen Co-
pula-Parameter beigemischt. Hiermit soll eine mogliche Abhéngigkeit
(zum Lag 10) des Parameters von den vorherigen Pseudobeobachtungs-
werten der Copula modelliert werden. Die genaue Ausgestaltung des
ARMA-dhnlichen Prozesses fiir den Copula-Parameter scheint jedoch
von untergeordneter Bedeutung zu sein (Patton (2006)). So konnten bspw.
auch andere Lags oder Absolutbetrige der urspriinglichen Pseudobeob-
achtungswerte bzw. vollkommen andere Entwicklungsgleichungen ver-
wendet werden.

Fir die t-Copula kann mit der Inversen der standardisierten t-Vertei-
lung eine analoge Spezifikation fiir die Parameter aufgestellt werden
(Chen/Poon (2010)). Fir die drei archimedischen Copulas mit Parameter
0 soll die folgende Entwicklung angenommen werden:

1 10
(26) 01:w9+,39-91,1+a~1—02|1ﬁt,j»Yz,,,j“
j=1

Wieder wird fiir die zeitliche Entwicklung der Copula-Parameter ein
ARMA(1,10)-ahnlicher Prozess angenommen, der neben einem auto-
regressiven Teil ebenfalls gemittelte vorherige Pseudobeobachtungen der
Copula enthilt. Die Einhaltung des Definitionsbereichs des Parameters 6
wird nun jedoch innerhalb der Optimierungssoftware gewé#hrleistet.

Zu beachten ist, dass bisherige Studien ausschlieBlich zeitabhingige
Copula-Parameter beriicksichtigen, die parametrische Form der Copula
jedoch tuber die Zeit konstant halten (Beispiele hierfiir sind die Arbeiten
von Patton (2006) und Fantazzini (2008)). Zur weiteren Erhohung der
Modellflexibilitat soll daher der Arbeit von Markwat/Kole/van Dijk
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(2010) folgend zuséatzlich ein vollstandig zeitabhéngiges Mixture-Copula-
Modell verwendet werden. Unter einer Mixture Copula verstehen wir da-
bei eine Konvex-Kombination bspw. der Student’s t, Clayton-, Frank-
und Gumbel-Copula.

Die verwendete Mixture Copula aus bivariaten parametrischen Copulas
mit zeitabhingigen Copulas (zur besseren Ubersichtlichkeit wird der
Zeitindex der einzelnen Copulas in der folgenden Definition unterdriickt)
ist dann definiert durch

Clui,us) = o7C7(uy,up)
wCCC(ul, ’U,g)

(27) waf(ul,u2)

+ o+ +

(1 — W — We — wf)cG(u17u2)>

mit wr, we,wr € [0;1] und wr + we + wr < 1.

Um zusétzlich zu den zeitabhéngigen Copula-Parametern auch die Pa-
rameter der Konvex-Kombination als zeitabhéngig modellieren zu kén-
nen, werden die Mixture-Parameter wr,we,wr taglich aktualisiert (vgl.
Markwat/Kole/van Dijk (2010) fiir eine dhnliche Vorgehensweise).

c) Parameterschéatzung

Die dargestellten Copula-Funktionen sind sémtlich durch einen end-
lich-dimensionalen Vektor 6 parametrisiert. Fiir die Schétzung des Value
at Risk mithilfe eines Copula-GARCH-Modells ist somit die Schitzung
der Copula-Parameter mithilfe vorliegender Vergangenheitsdaten not-
wendig. Die bekanntesten Verfahren hierfir bauen auf dem Maxi-
mum-Likelihood-Prinzip auf.

Sollen die Parameter der Randverteilungen sowie der Copula in einem
Schritt geschitzt werden, so ist man auf die Exakte-Maximum-Likeli-
hood-Schitzung (EML) gefiihrt (Kinnebrock (2005)).

Da die Exakte-Maximum-Likelihood-Methode die simultane numeri-
sche Optimierung aller Parametervektoren durchfiihrt, ist sie sehr
rechenintensiv (Joe/Xu (1996)). Um dieses Problem zu beheben, wird in
der nachfolgenden empirischen Untersuchung eine Abwandlung, die
sogenannte Kanonische-Maximum-Likelihood- (Bouyé et al. (2000)) oder
Pseudo-Maximum-Likelihood-Methode (vgl. Genest/Rivest (1993) fur
eine alternative Darstellung des Verfahrens) verwendet.
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Diese ersetzt in einem ersten Schritt die parametrische Modellierung
der Randverteilungen durch eine nichtparametrische mithilfe der empiri-
schen Verteilungsfunktion. In einem zweiten Schritt wird die Log-Likeli-
hood-Funktion

T
(28) In L(¢lz) = > In ce(Fi(@a),... Fa(xa)6)
t=1
maximiert, wobei mit Fy,...,F; die empirischen Randverteilungen der

Beobachtungswerte bezeichnet werden. Da bei dieser Methode keinerlei
Annahmen tiber die parametrische Form der Randverteilungen zu treffen
sind, kann dieses Schiatzverfahren gerade dann wertvolle Ergebnisse lie-
fern, wenn das Hauptaugenmerk auf der Untersuchung der Abhingig-
keitsstruktur von Zufallsvariablen liegt.

d) Anpassungstests zur Priifung der Giite
einer Copula-Schitzung

Sind die Parameter der Copula-Funktionen geschitzt, stellt sich das
Problem, die Gtite der Schitzung zu beurteilen. Sei C die tatsédchliche
Copula-Funktion, so liegen folgende Hypothese und Alternative im Mit-
telpunkt des Interesses:

(29) Hy: CcA={Cy|0 c O} gegen Hy: C¢ A={Cy|0 € 6},

mit A als Familie von Copula-Funktionen und © als moglichem Parame-
terraum. Wahrend fur den univariaten Fall einfacher Verteilungsannah-
men Anpassungstests oder auch Goodness-of-fit-Tests gut erforscht sind,
wird die Thematik fiir Copula-Funktionen zurzeit recht kontrovers dis-
kutiert (Beispiele fiir zentrale Arbeiten in diesem Gebiet sind z.B. Genest/
Rivest (1993); Breymann/Dias/Embrechts (2003); Fermanian (2005); Scail-
let (2005); Genest/Quessy/Rémillard (2006); Genest/Rémillard (2008)).

In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf die Darstellung eines ein-
fachen Anpassungstests, der jedoch trotz seines simplen Aufbaus in Si-
mulationsstudien sehr gute Ergebnisse geliefert hat (vgl. z.B. Berg
(2009)). Dort findet sich ebenso eine Ubersicht weiterer Copula-Anpas-
sungstests.

Typischerweise soll in den Anpassungstests keine Uberpriifung der
Randverteilungen erfolgen. Das Interesse liegt allein auf der Anpas-
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sungsgiite der Copula. Anstelle der tatsichlichen Beobachtungswerte
werden daher fiir die Schatzung der Teststatistik wieder Rangdaten ver-
wendet werden.

Der hier vorzustellende Anpassungstest basiert auf einem Vergleich der
empirischen Copula nach Deheuvels mit der in der Hypothese unterstell-
ten Copula-Funktion (vgl. Genest/Rémillard (2008) fiir eine ausfiihrliche
Diskussion des Testverfahrens). Dabei sei Deheuvels empirische Copula-
Funktion gegeben durch (Deheuvels (1979))

. 1 <
(30) C(u): T+121{Y11§u1~*§7]d§ud}7

j=1

wobei Y]«(le < ul,...,de) gegeben ist durch Gleichung (25)
u=(u1,...,uq) € [0;1]* und 1 die Indikatorfunktion bezeichne. Die empi-
rische Copula-Funktion kann somit als nichtparametrische Approxi-
mation der wahren Copula auf Basis einer i.i.d.-Stichprobe angesehen
werden.

Eine Cramér-von-Mises-Teststatistik® ist dann gegeben durch (vgl.
Genest/Rémillard/Beaudoin (2009)):

T
(31) CoM =17 | ]d{é(y)fcé(y)}zdé(y):Z‘:{é(yj)fc{;(m}z,

0:1

mit Y = (Y3,..., Yr), wobei C(Y) die Funktionswerte der empirischen Co-
pula und Cy(Y) die Funktionswerte der in der Hypothese unterstellten
und geschitzten Copula an den rangtransformierten Daten Y darstellen.
Da die Verteilung der Teststatistik unbekannt ist, muss eine Testentschei-
dung mithilfe einer approximativen Bootstrap-Testverteilung erfolgen.
Auf die Darstellung der Verfahren zur Ermittlung approximativer
p-Werte fiir die Testentscheidung soll an dieser Stelle verzichtet werden.
Eine umfangreiche Beschreibung dieser Verfahren findet sich in Genest/
Rémillard/Beaudoin (2009).

e) Bestimmung des Portfolio-Value-at-Risk

Die Bestimmung des Portfolio-VaR erfordert im néichsten Schritt zu-
néchst die Schéatzung einer parametrischen Copula aus historischen Da-

5 Ebenso denkbar wiren Kolmogorow-Smirnow-Teststatistiken.
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ten. Die Auswahl der parametrischen Form der Copula sollte mithilfe
des dargestellten Anpassungstests tuberpriift werden. Aus der fiir einen
Zeitraum [s+ I;t+ 1] (I1=0,...,749) geschitzten d-dimensionalen Co-
pula-Funktion wird anschlieBend fiir den auf ¢ + [ folgenden Handelstag
eine Realisationsmatrix

~(1) ~(1) ~(1)
Urier U041 -+ Uggen
~(2)
u

~ 1;1+1

(32) U1 =

~(10.000)  ~(10.000) ~(10.000)
Liv1 Ugy1 o Uggia

mit 10.000 Auspriagungen der Copula simuliert.

Unter Ausnutzung des Zusammenhangs x; = F; (u;) werden diese simu-
lierten Realisationen der jeweiligen Copula-Funktion durch Einsetzen in
die aus den simulierten Logrenditen geschitzten empirischen Randver-
teilungen in simulierte Logrenditen der einzelnen Anlageformen trans-
formiert.

Die simulierten Logrenditen im Portfolio unter der durch die Copula
dargestellten Abhéngigkeitsstruktur ergeben sich dann zu Eﬁ’?)ﬂ =
F5+1(ﬁ§f?)+l) fir jedes i =1,...,d und m=1,...,10.000 (fiir vergleichbare
Moglichkeiten zur Berechnung des VaR mittels Copula-Funktionen vgl.

Rosenberg/Schuermann (2004); Franke/Hdrdle/Hafner (2007)). Durch die

14

Durchschnittsbildung EZ@W fiir jedes m=1,...,10.000, erhilt man
i—1

10.000 simulierte Logrenditen des gleichgewichteten Portfolios zum Zeit-

punkt t+1+1 (I=0,...,749). Der Portfolio-VaR entspricht dann dem

a-Quantil dieser simulierten Verteilung.

V. Empirische Untersuchung

Im Rahmen der empirischen Untersuchung soll {iberpriift werden, in-
wiefern sich die theoretischen Vorziige der Copula-GARCH-Modelle em-
pirisch bestétigen lassen. Samtliche Berechnungen wurden mithilfe der
freien Statistiksoftware R Version 2.6.0 durchgefiihrt.
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1. Datenbasis

Ausgangspunkt der empirischen Untersuchung ist eine Datenbasis be-
stehend aus den tédglichen Schlusskursen von 18 Werten des DAX 30,
24 an der Chicago Mercantile Exchange gehandelten Rohstoffwerten,
5 Aktienindizes sowie 4 Futures auf Wechselkurse wichtiger Wiahrungen
zum Euro im Zeitraum 18. September 2001 bis 2. Juni 2008. Aus den ins-
gesamt 51 Kursen werden anschliefend 1.275 bivariate gleichgewichtete
Portfolios jeweils zweier Kurse bestimmt. Fir jede Kombinationsmog-
lichkeit der verschiedenen Kurse wird somit ein bivariates Portfolio er-
mittelt. Fiir jedes dieser Portfolios werden anschlieBend auf Basis von
1000 Beobachtungswerten der Value at Risk sowie der ES fir den da-
rauffolgenden Handelstag geschéitzt und im Backtesting mit dem tatsich-
lich erlittenen Verlust verglichen. Die beschriebene Vorgehensweise wird
fur einen Schéatzzeitraum von 750 Handelstagen wiederholt.

Aus den Tageskursen der Anlagen werden in einem ersten Schritt Log-
renditen auf Tagesbasis berechnet. Die Logrenditen werden im n&chsten
Schritt mithilfe des Jarque-Bera- und des Ljung-Box-Tests zu den Lags
1 und 10 auf Normalverteilung beziehungsweise Autokorrelation getestet.
Zudem wird mit Engles LM-Test die Hypothese tiberpriift, dass die vor-
liegenden Zeitreihen einem ARCH-Prozess folgen.

Die an dieser Stelle unterdriickten deskriptiven Daten weisen die iib-
lichen bei Kapitalmarktdaten beobachtbaren stilisierten Fakten auf. Ne-
ben einer vernachlissigbaren mittleren Rendite weisen sédmtliche Kurs-
reihen eine starke Wolbung und Schiefe der Verteilung auf. Folglich ver-
wirft auch der Jarque-Bera-Test fiir jede Zeitreihe die Hypothese
normalverteilter Logrenditen. AuBerdem zeigt der LM-Test fiir jeden
Kurs das Vorhandensein bedingter Heteroskedastizitat der Daten an, so-
dass fir jeden Kurs im néchsten Schritt ein GARCH(1,1)-Prozess als uni-
variates Prognosemodell verwendet werden soll.

2. Univariate Schitzung

Aufgrund der Testergebnisse der vorgelagerten Datenanalyse werden
fur die Anpassung der Logrenditen jeder Anlageform GARCH(1,1)-Pro-
zesse mit t-verteilten Residuen verwendet (die Verwendung der t-Vertei-
lung fur die Residuen wird bspw. von Bollerslev/Wooldridge (1992) pro-
pagiert). Man beachte, dass das in dieser Arbeit verwendete und durch
die Gleichung varkovmod gegebene Varianz-Kovarianz-Modell eine mul-
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tivariate Normalverteilung der Renditen unterstellt. Werden fir die
Randverteilungen stattdessen univariate t-Verteilungen angenommen, so
ist der Portfolio-Value-at-Risk nur approximativ durch Gleichung var-
kovmod gegeben (im Falle, dass die multivariate t-Verteilung gegen die
multivariate Normalverteilung konvergiert). Obwohl die Annahme nor-
malverteilter Renditen bei der Verwendung t-verteilter Residuen fiir die
univariaten GARCH-Modelle offensichtlich verletzt ist, werden die uni-
variaten VaRs der t-verteilten Aktienkurse trotzdem tiiber die linearen
Korrelationskoeffizienten mittels Gleichung varkovmod aggregiert. Zum
einen kann diese Vorgehensweise mit der oben genannten Kovergenz der
t- gegen die Normalverteilung fiir steigende Freiheitsgrade begriindet
werden. Zum anderen folgen wir mit dieser Vorgehensweise giéngigen
Verfahren in der Praxis zur Berechnung des Portfolio-Value-at-Risk (vgl.
z.B. Dowd (1998) fiir eine ausfiithrliche Beschreibung verschiedener in
der Praxis eingesetzter Verfahren). Auf Basis dieser univariaten Model-
lierung erfolgt die beschriebene Monte-Carlo-Simulation: Fir jede An-
lage werden 10.000 Prognosewerte fiir die 750 Zeitpunkte des Testzeit-
raums simuliert.

Aus den empirischen Verteilungen dieser simulierten Logrenditen wird
im néchsten Schritt der jeweilige Einzel-VaR beziehungsweise Einzel-ES
zum Signifikanzniveau von einem Prozent fiir jeden Zeitpunkt ¢+ [ mit
l=1,...,750 wie zuvor beschrieben berechnet.

3. Multivariate Schdtzung

Als Benchmark der Untersuchung sollen die mittels des beschriebenen
Varianz-Kovarianz-Ansatzes bzw. des DCC-Modells ermittelten Port-
folio-VaRs und Portfolio-ES dienen.

Im n#chsten Schritt werden die (zeitabhingigen) GaufBi-, Student’s t,
Clayton-, Frank- und Gumbel-Copula sowie die Mixture Copula mithilfe
des Kanonischen-Maximum-Likelihood-Schitzers an die Daten des
Schitzzeitraumes angepasst. Mithilfe jeder dieser angepassten Copulas
wird dann fir jeden Zeitpunkt des Testzeitraumes ein Portfolio-VaR und
Portfolio-ES berechnet.

Die so bestimmten Schitzungen fiir den Value at Risk beziehungsweise
Expected Shortfall des Portfolios zum Signifikanzniveau von einem Pro-
zent werden anschliefend im Backtesting mit der tatsidchlichen Logren-
dite des Portfolios verglichen. Im Falle des Value at Risk werden iber
den gesamten Testzeitraum die tatsichlichen Uberschreitungen des Value

Kredit und Kapital 4/2011



564 Gregor N. F. Weil3

at Risk gezidhlt, die im Falle einer korrekten Schitzung genau acht be-
tragen. Fir die Beurteilung der Schitzgiite des Expected Shortfall wird
jeweils das uber den gesamten Testzeitraum bestimmte arithmetische
Mittel der tatsdchlichen ES mit dem analog berechneten Mittel der ge-
schitzten ES verglichen. Im Falle einer korrekten Schéatzung sollten sich
diese beiden Mittel entsprechen.

4. Ergebnisse zur Vorteilhaftigkeit
von Copula-GARCH-Modellen

In einem ersten Schritt soll untersucht werden, ob auf Basis der be-
trachteten Portfolios die in der Literatur geduflerte generelle Vorteilhaf-
tigkeit von Copula-GARCH-Modellen bestatigt werden kann. Zu diesem
Zweck werden fiir alle 1275 simulierten Portfolios die VaR-Uberschrei-
tungen beziehungsweise durchschnittlichen ES-Schitzungen sidmtlicher
Modelle miteinander verglichen und das jeweilig optimale Modell ermit-
telt. In der folgenden Tabelle 1 wird die Anzahl der Fille, in denen mind.
eines der fiinf parametrischen Copula-GARCH-Modelle bessere Risiko-
schitzungen als eine Benchmark liefert, in Relation zur Gesamtzahl an
Simulationen (1275) gesetzt. Wir unterscheiden zudem zwischen den Fal-
len, in denen das Copula-Modell eindeutig besser ist, und den Féllen, in
denen das Copula-Modell gegebenenfalls genauso gute Ergebnisse liefert
wie das gewéhlte Varianz-Kovarianz-Modell (bzw. das DCC-Modell).

Die in Tabelle 1 angegebenen Anteile zeigen, dass in tber 67% aller Si-
mulationen eine parametrische Copula-Form existiert, sodass das Copula-
GARCH-Modell im Vergleich zum Varianz-Kovarianz-Modell eine bessere
oder zumindest eine genauso gute VaR-Schéatzung ermoglicht. Fir knapp
die Halfte der simulierten Portfolios (44,86 %) liefert eines der Copula-
GARCH-Modelle zudem eine eindeutig bessere VaR-Schatzung als das Va-
rianz-Kovarianz-Modell. Verwenden wir als Benchmark jedoch das DCC-
Modell, so ist nur noch fir 34,82 % aller Portfolios ein Copula-GARCH-
Modell eindeutig besser als die Benchmark. Ein nochmals schlechteres
Bild zeigt sich fiir die Bestimmung des ES: In gerade einmal 28 % aller Si-
mulationen verbessert ein Copula-GARCH-Modell (mit der optimal ge-
wiahlten, aber ex ante unbekannten parametrischen Copula-Form) die ES-
Schatzung des Varianz-Kovarianz-Modells, ohne das tatsdchliche Risiko
zu unterschétzen. Betrachten wir wiederum das DCC-Modell als Bench-
mark, so kann die Risikoschitzung in gerade einmal 24,47% aller Simula-
tionen durch ein Copula-GARCH-Modell verbessert werden.
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Tabelle 1

Uberpriifung der generellen Vorteilhaftigkeit
der Copula-GARCH-Modelle

Fdlle unterschiedlicher Vorteilhaftigkeit Anteil an der Gesamtzahl

der Modelle fiir ein beliebig vorgegebenes an Simulationen (in % von 1275)
Portfolio: VaR ES

Es existiert ein Copula-GARCH-Modell, 67,76 (37,02) 28,63 (24,47)

das eine bessere Risiko-Schitzung, zumin-
dest aber das gleiche Ergebnis wie das kor-
relationsbasierte (DCC-)Modell, liefert.

Hierin enthalten:
Es existiert ein Copula-GARCH-Modell, 44 86 (34,82) 28,63 (24,47)
das eine eindeutig bessere Risiko-Schétzung
liefert als das korrelationsbasierte (DCC-)
Modell.

Es existiert ein Copula-GARCH-Modell, 22,90 (2,20) 0,00 (0,00)
das das gleiche Ergebnis wie das korrela-
tionsbasierte (DCC-)Modell liefert und das
in der Menge der Copula-GARCH-Modelle
optimal ist.

Samtliche Copula-GARCH-Modelle sind 32,24 (62,98) 71,37 (75,53)
nicht vorteilhaft.

Diese ersten Ergebnisse zeigen, dass Copula-GARCH-Modelle die
Schitzung des VaR im Vergleich zum Varianz-Kovarianz-Modell fiir fast
jedes zweite Portfolio eindeutig verbessern konnen. Gleichzeitig stellten
sich jedoch die Copula-Modelle im Vergleich zum einfachen Benchmark-
Modell in tUber 32% als nicht geeignet fiir die VaR-Schatzung heraus.
Wird als Benchmark das DCC-Modell verwendet, so liefern die vor-
gestellten Copula-GARCH-Modelle fiir weniger als 40 % aller Portfolios
eine Verbesserung der Risikoschitzung, sodass eine generelle Vorteilhaf-
tigkeit dieser Modelle nicht bestdtigt werden kann. Fir die Schéatzung
des ES zeigt sich ein nochmals schlechteres Bild: Die verwendeten
Copula-GARCH-Modelle konnten nur fiir jedes vierte Portfolio die
ES-Schitzungen des DCC-Modells verbessern.
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Tabelle 2

Uberpriifung der generellen Vorteilhaftigkeit simtlicher
parametrischer Copula-Formen

Parametrische Copula: Anteil der Falle an der Gesamtzahl an Simulationen
(in % von 1275), in denen das jeweilige Copula-
GARCH-Modell ggf. mit anderen Copula-Modellen
die beste Risikoschitzung geliefert hat. (Ergebnisse
mit dem DCC-Modell als Benchmark sind in Klam-
mern angegeben.)

VaR ES
GauB 11,22 (7,06) 0,00 (0,00)
Student’s t 9,49 (5,29) 1,33 (0,00)
Clayton 24,78 (13,73) 23,61 (20,39)
Frank 11,06 (3,14) 2,12 (2,35)
Gumbel 9,41 (6,98) 1,57 (1,73)
Mixture 1,80 (0,63) 0,00 (0,00)

5. Ergebnisse zur optimalen parametrischen Copula

Die durchaus gemischten Ergebnisse der vorherigen Analyse haben ge-
zeigt, dass von einer generellen Vorteilhaftigkeit von Copula-GARCH-
Modellen nicht ausgegangen werden kann. Vielmehr ist fiir den Anwen-
der die Klarung zweier Fragen von zentraler Bedeutung: Wann sollte
anstelle des Benchmark-Modells (z.B. dem DCC-Modell) ein Copula-
GARCH-Modell verwendet werden, und welche parametrische Copula
sollte in diesem Fall gewahlt werden?

Im nichsten Schritt der Analyse soll daher untersucht werden, welche
parametrische Copula-Form tiber alle 1275 Simulationen gesehen die bes-
ten Risikoschitzungen leistet. Hierfiir werden in Tabelle 2 die Anteile der
Falle gezeigt, in denen ein vorgegebenes parametrisches Copula-GARCH-
Modell das Risiko optimal beziehungsweise gegebenenfalls gleich gut wie
weitere Modelle schitzt, ohne das Risiko zu unterschéitzen.

Im Falle der VaR-Berechnung zeigt sich ein gemischtes Bild: Wahrend
fir knapp ein Viertel aller Portfolios (24,78 %) eine Clayton-Copula die
beste Schitzung der VaR-Uberschreitungen vornimmt, liefern ebenfalls
die elliptischen und die tibrigen archimedischen Copulas fiir jeweils 10 %
der Portfolios akzeptable Ergebnisse. Eine dhnliche Verteilung auf leicht
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schlechterem Niveau erhalten wir ebenfalls fiir das DCC-Modell als
Benchmark. In diesem Fall liefert wiederum die Clayton-Copula fir ca.
13% aller Portfolios die besten VaR-Schitzungen. Interessanterweise
kann die Mixture Copula aus den fiinf tibrigen parametrischen Copulas
nur fir knapp 2% (Varianz-Kovarianz-Modell) bzw. 0,6 % (DCC-Modell)
der Portfolios die optimale VaR-Prognose liefern.

Ein noch deutlicheres Ergebnis zeigt sich im Falle der ES-Berechnung:
In fast sémtlichen Fiallen, in denen ein Copula-GARCH-Modell die
Benchmark verbessern konnte, wurde dies durch eine Clayton-Copula er-
reicht. Absolut betrachtet war dies in 23,61 % (20,39 % fiir das DCC-Mo-
dell) aller Portfolios der Fall. Es zeigt sich somit, dass bei der Schitzung
des extremen linken Randes der Gewinn- und Verlustverteilung die un-
tere Randabhingigkeit der Clayton-Copula einen noch gréBeren Einfluss
auf die Prognosegiite besitzt als bei der Schitzung des VaR. Als Ergebnis
lasst sich somit festhalten, dass eine Schitzung des ES mithilfe eines
Copula-GARCH-Modells unter Rickgriff auf die Clayton-Copula vor-
genommen werden sollte. Fiir die VaR-Schitzung lédsst sich eine derart
allgemeine Aussage bzgl. der Optimalitédt einer einzelnen parametrischen
Copula hingegen nicht treffen.

6. Ergebnisse zur Identifikation der optimalen Copula
mittels GoF-Tests

Im nichsten Schritt soll die Frage geklart werden, wie das jeweilig
Out-of-Sample optimale Copula-Modell auf Basis der Daten des In-Sam-
ples ermittelt werden kann. Zu diesem Zweck wird die Anpassungsgiite
jedes Copula-Modells mithilfe des zuvor beschriebenen, auf der empiri-
schen Copula basierenden GoF-Tests beurteilt. Die fiir alle Simulationen
zusammengefassten Ergebnisse werden in Tabelle 3 gezeigt.

Die Ergebnisse zeigen ein erstaunlich schlechtes Bild: Fiir lediglich
7,84% (VaR-Schitzung) beziehungsweise 11,54% (ES-Schitzung) aller
Portfolios, fiir die mind. ein Copula-Modell optimal ist, wird die opti-
male parametrische Copula-Familie als einzige vom GoF-Test nicht ab-
gelehnt. In weiteren 36,02% (VaR-Schéitzung) beziehungsweise 21,47 %
(ES-Schitzung) werden weitere (suboptimale) Copula-Modelle ebenfalls
nicht abgelehnt, sodass eine eindeutige Entscheidung nicht mehr mog-
lich ist. Viel schwerwiegender ist jedoch, dass das bzgl. der VaR-Schit-
zung optimale Copula-Modell in mehr als jedem zweiten Fall, in dem
mind. ein Copula-Modell optimal ist, vom GoF-Test abgelehnt wird und
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Tabelle 3

Ergebnisse der Anpassungstests fiir die VaR-Schiitzung
(die entsprechenden Ergebnisse fiir die ES-Schitzung sind in Klammern
angegeben; die Benchmark ist das DCC-Modell)

Testentscheidung Anteil an der Gesamtzahl an Simulationen, in denen
mindestens ein Copula-Modell bzgl. der VaR- bzw.
ES-Schéitzung optimal ist (in %):

GauB t Clayton Frank Gumbel Mixture

Optimales Modell wurde 1,48 0,42 3,18 0,85 1,91 0,00
als einziges durch GoF- (0,00) (0,00) (9,62) (0,64) (1,28) (0,00)
Test nicht abgelehnt.

Optimales Modell wurde | 10,81 12,29 22,25 4,87 3,18 2,75
durch GoF-Test abge- (0,00) (0,00) (60,26)  (3,53) (3,21) (0,00)
lehnt.

Optimales Modell wurde | 12,92 13,77 4,66 1,48 2,75 0,42

zusammen mit weiteren (0,00) (0,00) (13,46) (6,09) (1,92) (0,00)
suboptimalen Modellen
durch GoF-Test nicht
abgelehnt.

somit eine falsche Wahl der parametrischen Copula-Familie empfohlen
wird.

Zudem zeigt sich, dass der GoF-Test tiberproportional hiufig eine opti-
male Clayton-Copula ablehnt. Fiir die Schétzung des ES zeigt sich ein
noch deutlicheres Bild: Die in der Mehrzahl der Simulationen optimale
Clayton-Copula wird regelmiflig zugunsten eines suboptimalen ellipti-
schen Modells abgelehnt. Das Vertrauen auf einen Copula-Anpassungs-
test wird somit in zahlreichen Féllen zu erheblichen Fehleinschatzungen
des tatséchlichen Risikos fiihren.

7. Ergebnisse zur Identifikation der optimalen Copula
mittels deskriptiver Statistiken

Die Ergebnisse bzgl. des Copula-Anpassungstests haben gezeigt, dass
mit einem solchen Test nur in Ausnahmeféllen eine optimale Entschei-
dung zugunsten oder gegen ein Copula-Modell getroffen werden kann.
Im letzten Schritt der empirischen Untersuchung soll daher die Frage be-
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Tabelle 4

Durchschnittliche deskriptive Kennzahlen der Portfolios
unterteilt nach der Optimalitiit der verschiedenen Modelle

Deskriptive Arith. Mittel der jew. Kennzahl tiber siamtliche Portfolios,
Statistiken fiir die ein Copula- bzw. das DCC-Modell optimale VaR-Schétz-
werte lieferte.
Gaull t Clayton Frank Gumbel Mixture| DCC
|E(r1) — E(rs)| x 107* 4,7372  4,5848  4,9550 4,6636 4,7633  6,1134 | 4,8489
lo(r1) — a(rs)| 0,0148 0,0146 0,0092 0,0111 0,0081 0,0113 | 0,0065
o(ry) +o(rz) 0,0494 0,0491 0,0357 0,0396  0,0347 0,0363 | 0,0306
|Schiefe(ry)
—Schiefe(rs)| 0,2346  0,2258  0,4035 0,4215 0,3965 0,4393 | 0,3887
Schiefe(r)
+Schiefe(r;) —0,4235 —0,4465 -0,5438 -0,6260 —0,5608 —0,5654 | —0,3717
|[Exzess(r1)
—Exzess(r2)| 2,9917  3,0019 33,1268  2,9343  3,1598 3,7145| 3,0431
Exzess(r;)
+Exzess(r;) 7,6036 17,7557  8,1171 17,6452  8,0845 17,8867 | 8,2271
o(r1,72) 0,1031  0,1082  0,0941 0,0990 0,1281 0,0543 | 0,1465
Kendalls Tau (r1,73) 0,0688 0,0717 0,0612 0,0663 0,0840 0,0352 | 0,0973
|max(r;) — max(ry)| 0,0570  0,0564  0,0499 0,0600 0,0439 0,0564 | 0,0389
|min(ry) — min(ry)| 0,0679  0,0666  0,0575 0,0688 0,0552 0,0782 | 0,0440
|(max(ry) — min(ry))
—(max(r;) —min(re))|| 0,1218 0,1200  0,1048 0,1263  0,0963  0,1344| 0,0801

antwortet werden, ob die Auswahl eines Copula-GARCH-Modells durch
die Analyse idiosynkratischer Eigenschaften der Portfolio-Zeitreihen un-
terstiitzt werden kann. Zu diesem Zweck wurden zunichst fiur die Daten
des Schitzzeitraumes séamtlicher 1.275 Portfolios zahlreiche statistische
Kennzahlen berechnet, die insbesondere die Form bzw. die Lage der
jeweiligen Verteilung charakterisieren. Anschliefend wurden sédmtliche
Portfolios anhand der jeweils optimalen Copula- bzw. Benchmark-Mo-
delle in Gruppen aufgeteilt, fir die jeweils die arithmetischen Mittel der
genannten Kennzahlen bestimmt wurden. Die Ergebnisse dieser Analyse
werden in Tabelle 4 gezeigt.

Die in Tabelle 4 gezeigten Ergebnisse zeigen deutlich, dass bereits mit-
hilfe einfacher deskriptiver Statistiken eine Entscheidung fur ein Co-
pula-GARCH-Modell (und somit gegen das DCC-Modell als Benchmark)
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getroffen werden kann. So waren die Portfolios, in denen das DCC-Mo-
dell die besten VaR-Schatzungen lieferte, im Durchschnitt durch eine ge-
ringe absolute Differenz der Varianzen der Portfolio-Zeitreihen gekenn-
zeichnet (0,0065). Gleichzeitig war die Abhéngigkeit zwischen den beiden
Portfoliobestandteilen ausgedriickt durch die Portfolio-Korrelation sowie
Kendalls Tau vergleichsweise stark. SchlieBlich weisen die Portfolios, fir
die samtliche Copula-Modelle die Benchmark nicht verbessern konnten,
die hochste durchschnittliche Leptokurtosis auf (ausgedriickt durch die
Summe der Exzess-Kennzahlen beider Zeitreihen). Zusammengefasst be-
deutet dies, dass eine besonders starke Korrelation zusammen mit einer
hohen Leptokurtosis sowie einer geringen insgesamten Variabilitat der
Daten ein Indiz fiir die Optimalitdt des DCC-Modells sein kann.

AuBerdem zeigen die Ergebnisse in Tabelle 4, dass umgekehrt eine
hohe Variabilitat beider Zeitreihen gepaart mit einer vergleichsweise ge-
ringen Leptokurtosis sowie einer geringen Schiefe beider Verteilungen
als Indiz fur die Optimalitat einer elliptischen Copula gewertet werden
kann. Zuséatzlich kann ein geringer (starker) Unterschied zwischen den
Schwankungsbreiten beider Zeitreihen ein Indiz fiir die Optimalitat der
elliptischen Copula-Modelle (des DCC-Modells) sein.

Hinsichtlich der Copula-GARCH-Modelle mit archimedischen Copulas
lassen sich keine eindeutigen Handlungsanleitungen aus den durch-
schnittlichen deskriptiven Statistiken ableiten. Die vorherigen Analysen
haben jedoch gezeigt, dass regelmifig die Clayton-Copula den ubrigen
archimedischen Copulas vorzuziehen ist.

SchlieBlich zeichneten sich die Portfolios, deren optimale VaR-Schét-
zungen durch das Mixture-Copula-GARCH-Modell gegeben waren,
durch die geringste Korrelation und die groBte Differenz der Schwan-
kungsbreiten aus. Da die Anzahl dieser Portfolios jedoch relativ gering
war (unter 2% aller Portfolios), kann dieses letzte Ergebnis nicht verall-
gemeinert werden.

8. Diskussion der Ergebnisse

Die gefundenen Ergebnisse der vorherigen Unterkapitel sollen nun de-
tailliert diskutiert werden. Zunéachst fallt auf, dass die Prognosegiite der
verwendeten Modelle fiir die Schitzung des ES vergleichsweise schlecht
war. Dieses Ergebnis einer schlechteren Prognosegiite fiir den ES ver-
wundert umso mehr, da gerade Copulas theoretisch besser fiir die Model-
lierung der extremen Rinder multivariater Verteilungen geeignet sind,
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als dies bspw. mit Korrelationen moglich ist. Folglich sollte auch die
Schiatzung quantilsbasierter Risikomalle, die insbesondere den extremen
linken Rand der Gewinn- und Verlustverteilung abbilden, entsprechend
genauer sein als die Schitzung mithilfe korrelationsbasierter Modelle.

Ein moglicher Grund fir diese schlechte Prognosegiite der Copu-
la-GARCH-Modelle konnte daher in der unzureichenden Modellierung
von Randabhingigkeiten in den Daten durch bestimmte parametrische
Copulas bestehen. Wiahrend Kapitalmarktdaten in der Regel durch
untere Randabhingigkeit charakterisiert sind (d.h. eine erhchte Wahr-
scheinlichkeit gleichzeitig eintretender extremer Kursverluste), kann
diese Form der Abhingigkeit im extremen linken Verteilungsrand aus-
schlieBlich von der Clayton-Copula sowie der sie enthaltenden Mixture
Copula modelliert werden. Die Ergebnisse der Schitzungen zeigen, dass
die Verbesserungen der ES-Schitzungen des Varianz-Kovarianz-Modells
uUberproportional oft (genauer: fir ca. 25% aller Portfolios) durch eine
Clayton-Copula gelingt. Die fehlende Eignung der tbrigen parametri-
schen Copulas, eine untere Randabhingigkeit der Daten zu modellieren,
scheint somit insbesondere bei der Schiatzung des Expected Shortfalls zu
einer schlechten Prognosegiite dieser Modelle im Vergleich zum Varianz-
Kovarianz-Modell zu fiihren.

Insgesamt zeigt sich jedoch auch, dass selbst die Clayton- bzw. Mix-
ture Copula nicht in der Lage sind, die VaR- bzw. ES-Schéitzungen des
DCC-Modells zu verbessern. Ein moglicher Grund hierflir konnte die
Tatsache sein, dass in den extremen Randbereichen der Verteilungen nur
wenige Datenpunkte vorliegen. Die schlechte Prognosegiite der Copula-
GARCH-Modelle konnte somit der geringen Datenmenge jenseits des
VaRs geschuldet sein. Das Ergebnis einer schlechteren Prognosegiite des
ES bei einer zu geringen StichprobengroBe wurde ebenfalls von Yamai/
Yoshiba (2005) gefunden. Die angesprochene Problematik wird zudem
durch die Tatsache verstarkt, dass aufgrund des Fluchs der Dimensionen
fir die Schatzung bivariater Copulas generell mehr Datenpunkte beno-
tigt werden.

Die festgestellte Unzuldnglichkeit des verwendeten Anpassungstests
soll an dieser Stelle ebenfalls ausfiihrlich diskutiert werden, stellt sie
doch ein vollstindig kontrares Ergebnis zu den Befunden der bislang
veroffentlichten Simulationsstudien von Genest/Rémillard/Beaudoin und
Berg zu Copula-GoF-Tests dar. In diesen wurde insbesondere fiir den in
dieser Arbeit verwendeten Anpassungstest eine hohe Teststiarke fest-
gestellt, die sich jedoch nicht in den VaR- bzw. ES-Schitzungen wider-
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spiegelte. Ein Grund hierfiir mag sein, dass bisherige Arbeiten die Test-
starke der Copula-Anpassungstests ausschlieBlich auf Basis von Daten,
die aus einer eindeutig vorgegebenen parametrischen Copula simuliert
wurden, getestet haben. Diese Laborbedingungen ungestorter Daten un-
ter einer klar definierten Abhingigkeitsstruktur konnten daher die Er-
gebnisse der Simulationsstudien verzerrt haben.

Ein weiterer Grund fir die gefundene Schwiche der Testverfahren
mag sein, dass sdmtliche bislang vorgeschlagenen Copula-GoF-Tests die
Giite der Anpassung auf Basis samtlicher Beobachtungswerte und somit
auf Basis der gesamten gemeinsamen Verteilung beurteilen, die Risiko-
schiatzung mithilfe des VaR beziehungsweise ES jedoch lediglich die
Randbereiche der Verteilung betreffen. Somit sollten zukiinftige Arbeiten
sich mit der Frage beschiftigen, wie insbesondere die Anpassungsgiite
eines Copula-Modells im fir die VaR-Bestimmung interessierenden
Randbereich der gemeinsamen Verteilung beurteilt werden kann und wie
gegebenenfalls existierende Anpassungstests hierfiir angepasst werden
missten. SchlieBlich konnte die gefundene Schwiche des Anpassungs-
tests ebenfalls der allgemeinen Schwierigkeit geschuldet sein, Out-of-
Sample-Prognosen auf Basis eines In-Samples zu treffen. Dieses Problem
konnte insbesondere dann gegeben sein, falls sich die optimale Copula
im Zeitablauf verdndern sollte. Da in der empirischen Untersuchung je-
doch bedingte Copulas mit zeitabhéngigen Parametern verwendet wur-
den, konnte lediglich eine zeitliche Variation in der parametrischen Form
der Copula die geringe Out-of-Sample-Prognosegiite der Modelle erkla-
ren. Dies unterstreicht die Bedeutung einer weiteren Erforschung von
Mixture Copulas, bei denen neben den Parametern auch die parametri-
sche Form im Zeitablauf variieren kann.

SchlieBlich kénnen die gefundenen Zusammenhénge zwischen den de-
skriptiven Statistiken der bivariaten Portfolios sowie der Optimalitit der
verschiedenen Modelle bei einer genaueren Betrachtung ebenfalls theo-
retisch erklart werden. Wie bereits zuvor kann festgehalten werden, dass
eine starke Woélbung bzw. die fat tails der Verteilungen gegen eine Model-
lierung mit Copula-Modellen spricht (moglicherweise hervorgerufen
durch eine zu geringe StichprobengriBe bzw. die falsche Modellierung
der unteren Randabhingigkeit). Umgekehrt kann eine geringe Leptokur-
tosis (und damit eine groBere Nihe zur elliptischen Normalverteilung)
durch die Wahl einer elliptischen Copula besser modelliert werden, als
dies mit den tibrigen Modellen moglich ist. Sollten die Statistiken gegen
eine Benutzung der elliptischen bzw. korrelationsbasierten Modelle spre-
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chen, so sollte die Clayton-Copula aufgrund ihrer Fahigkeit zur Model-
lierung der unteren Randabhingigkeit gewahlt werden.

Fir die Mixture Copula lasst sich abschlieBend feststellen, dass diese
faktisch nicht fiir die VaR-Schitzung im beschriebenen Copula-GARCH-
Modell geeignet ist. Als Hauptgrund fiir diese eklatant schlechte Prog-
nosegilite muss insbesondere die numerische Instabilitiat der Schétzung
der Parameter und Gewichte der Mixture Copula angesehen werden. In
der empirischen Untersuchung wurden die Parameter und Gewichte mit
unterschiedlichen Optimierungsalgorithmen geschéatzt, wobei regelmaflig
die Problematik lokaler Maxima der Likelihood-Funktion auftrat. Trotz
Polierens der gefundenen Maxima mit unterschiedlichen Algorithmen
konnte diese Problematik letztlich nicht vollstindig gelost werden. Die
hohere Flexibilitdt dieser Modelle scheint somit durch die numerische
Instabilitdit der Parameterschitzung erkauft zu werden, wobei Letzt-
genannte bereits im bivariaten Fall tiberwiegt.

VI. Zusammenfassung

Im Rahmen des vorliegenden Beitrags wurde zunichst der Aufbau ei-
nes Copula-GARCH-Modells zur Schétzung des Gesamtrisikos eines
Marktrisikoportfolios erlautert. AnschlieBend wurden der Value at Risk
und Expected Shortfall fir insgesamt 1275 Portfolios berechnet und die
Frage erortert, wie das VaR- bzw. ES-optimale Modell in-sample be-
stimmt werden kann.

Die durchgefiihrten Simulationen zeigen, dass fiir knapp die Halfte
der simulierten Portfolios eine Copula existiert, sodass das zugehorige
Copula-GARCH-Modell eine eindeutig bessere VaR-Schitzung als das
Varianz-Kovarianz-Modell liefert. Verwenden wir stattdessen als Bench-
mark jedoch das DCC-Modell, so ist nur noch fir kanpp ein Drittel al-
ler betrachteten Portfolios ein Copula-GARCH-Modell eindeutig besser
als die Benchmark. Im Vergleich hierzu zeigt sich fiir die Bestimmung
des Expected Shortfall ein nochmals schlechteres Bild: Fiir gerade ein-
mal 24 % aller Portfolios verbesserte ein Copula-GARCH-Modell die Er-
gebnisse des DCC-Modells als korrelationsbasierte Benchmark. Eine ge-
nerelle Vorteilhaftigkeit von Copula-Modellen gegentiiber korrelations-
basierten Modellen konnte in dieser Studie somit nicht festgestellt
werden.

Neben der generellen Vorteilhaftigkeit des Copula-GARCH-Modells
stand insbesondere die Modellwahl im Fokus der empirischen Unter-
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suchung. Der in diesem Beitrag verwendete, auf der empirischen Copula
basierende Anpassungstest erwies sich jedoch als vergleichsweise
schwach in seiner Féhigkeit zur Wahl des optimalen Modells. In fast al-
len Fillen lieferte der GoF-Test entweder eine mehrdeutige oder eine fal-
sche Empfehlung. Dieses Ergebnis ist umso verbliiffender, wenn man be-
denkt, dass gerade dieser Teststatistik in Simulationsstudien eine beson-
dere Glite bescheinigt wurde. Gleichzeitig konnte gezeigt werden, dass
bestimmte deskriptive Statistiken zur Lage und Gestalt der gemeinsamen
Verteilung des Portfolios fiir die Entscheidung fiir ein Copula-GARCH-
Modell bzw. das DCC-Modell genutzt werden kénnen. So zeigte sich in
der empirischen Untersuchung, dass insbesondere die Portfolios mit ge-
ringer Variabilitdt, hoher Wo6lbung und hoher Korrelation mithilfe des
DCC-Modells anstelle eines Copula-Modells modelliert werden sollten.

Die in dieser Studie erstmals fiur die VaR- und ES-Schitzung einge-
setzten vollstandig zeitabhingigen Mixture Copulas erwiesen sich trotz
ihrer hohen Flexibilitdt als nicht geeignet, die Ergebnisse des DCC-Mo-
dells zu verbessern. Als Grund hierfiir muss die numerische Instabilitat
der Parameterschétzung angesehen werden. Erheblicher Forschungs-
bedarf besteht somit insbesondere hinsichtlich der Frage, wie flexible
Copula-Modelle wie z.B. die genannten Mixture Copulas oder auch Vine
Copulas sinnvoll im quantitativen Risikomanagement eingesetzt werden
konnen.

Literatur

Aas, Kjersti/Berg, Daniel (2009): Models for construction of multivariate depen-
dence, in: European Journal of Finance, Vol. 15. S. 639-659. — Artzner, Philippe/
Delbaen, Freddy/Eber, Jean-Marc/Heath, David (1999): Coherent Measures of
Risk, in: Mathematical Finance, Vol. 9. S. 203-228. — Bartram, Sohnke/Taylor, Ste-
phen/Wang, Yaw-Huei (2007): The Euro and European Financial Market Depen-
dence, in: Journal of Banking & Finance, Vol. 51. S. 1461-1481. — Bekaert, Geert/
Hodrick, Robert/Zhang, Xiaoyan (2009): International stock return comovements,
in: Journal of Finance, Vol. 64, S. 2591-2626. — Berg, Daniel (2009): Copula Good-
ness-of-fit Testing: An Overview and Power Comparison, in: European Journal of
Finance, Vol. 15, S. 675-701. — Bollerslev, Tim/Wooldridge, Jeffrey M. (1992):
Quasi-maximum likelihood estimation and inference in dynamic models with
time-varying covariances, in: Econometric Reviews, Vol. 11. S. 143-172. — Bouyé,
Eric/Durrleman, Valdo/Nikeghbali, Ashkan/Riboulet, Gaél/Roncalli, Thierry
(2000): Copulas for Finance — A Reading Guide and Some Applications, http://
papers.ssrn.com/sol3/Delivery.cfm/SSRN_ID1032533_code903940.pdf?abstractid=
1032533&mirid=1, abgerufen am 01.11.2010. — Breymann, Wolfgang/Dias, Alexan-
dra/Embrechts, Paul (2003): Dependence structures for multivariate high-fre-

Kredit und Kapital 4/2011



Uber die Vorteilhaftigkeit von Copula-GARCH-Modellen 575

quency data in finance, in: Quantitative Finance, Vol. 1. S. 1-14. — Chen, Sichong/
Poon, Ser-Huang (2010): Modelling International Stock Market Contagion Using
Copula and Risk Appetite, erscheint in: Robert Kolb ed. ,Financial Contagion:
The Viral Threat to the Wealth of Nations“, Wiley. — Cherubini, Umberto/Luciano,
Elisa/Vecchiato, Walter (2004): Copula Methods in Finance, New York. — Clayton,
David G. (1978): A model for association in bivariate life tables and its application
in epidemiological studies of familial tendency in chronic disease incidence, in:
Biometrika, Vol. 65. S. 141-151. — Cooke, Roger/Joe, Harry/Aas, Kjersti (2010): Vi-
nes Arise, erscheint in: Dependence Modeling: Handbook on Vine Copulae, D. Ku-
rowicka and Harry Joe (Hrsg.), World Scientific Publishing Co. — Cook, Dennis R./
Johnson, Mark E. (1981): A family of distributions for modelling non-elliptically
symmetric multivariate data, in: Journal of Royal Statistical Society B, Vol. 43.
S. 210-218. — Deheuvels, Paul (1979): La fonction de dépendance empirique et ses
propriétés: Un test non paramétrique d’indépendance, in: Bulletins de la Classe
des Sciences, Vol. 5. S. 274-292. — Di Clemente, Annalisa/Romano, Claudio (2005):
Measuring Portfolio Value at Risk by a Copula-EVT based approach, in: Studi
Economici, Vol. 85. S. 29-57. — Dowd, Kevin (1998): Beyond Value at Risk — The
New Science of Risk Management, Chichester & New York. — Embrechts, Paul/
McNeil, Alexander/Straumann, Daniel (2002): Correlation and dependency in risk
management: Properties and pitfalls, in: Dempster, Michael (Hrsg.), Risk Manage-
ment: Value at Risk and Beyond, University Press, Cambridge, S. 176-223. — Engle,
Robert (2002): Dynamic Conditional Correlation: A Simple Class of Multivariate
Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity Models. Journal of
Business and Economic Statistics 20, 339-350. — Engle, Robert/Sheppard, Kevin
(2003): Theoretical and Empirical properties of Dynamic Conditional Correlation
Multivariate GARCH, Working Paper. — Fantazzini, Dean (2008): Dynamic copulas
for Value at Risk, in: Frontiers in Finance and Economics, Vol. 31. S. 161-180. —
Fermanian, Jean-David (2005): Goodness of fit tests for copulas, in: Journal of
Multivariate Analysis, Vol. 95. S. 119-152. — Franke, Jurgen/Hdrdle, Wolfgang K./
Hafner, Christian M. (2007): Statistics of Financial Markets — An Introduction,
2. Aufl., Berlin/Heidelberg. — Gao, Feng/Song, Fengming (2008): Estimation risk
in GARCH VaR and ES estimates, in: Econometric Theory, Vol. 24. S. 1404-1424. —
Gencay, Ramazan/Selcuk, Faruk (2004): Extreme value theory and Value at Risk:
Relative performance in emerging markets, in: International Journal of Forecast-
ing, Vol. 20. S. 287-303. — Genest, Christian/Gendron, Michel/Bourdeau-Brien,
Michaél (2009): The advent of copulas in finance, in: European Journal of Finance,
Vol. 15. S. 609-618. — Genest, Christian/Quessy, Jean-Francois/Rémillard, Bruno
(2006): Goodness-of-fit procedures for copula models based on the probability in-
tegral transform, in: Scandinavian Journal of Statistics, Vol. 33. S. 337-366. — Ge-
nest, Christian/Rémillard, Bruno/Beaudoin, David (2009): Goodness-of-fit tests
for copulas: A review and a power study, in: Insurance: Mathematics and Econo-
mics, Vol. 44. S. 199-213. — Genest, Christian/Rémillard, Bruno (2008): Validity of
the parametric bootstrap for goodness-of-fit testing in semiparametric models,
in: Annales de l'Institut Henri Poincaré: Probabilités et statistiques, Vol. 44.
S. 1096-1127. — Genest, Christian/Rivest, Louis-Paul (1993): Statistical inference
procedures for bivariate archimedean copulas, in: Journal of the American Statis-
tical Association, Vol. 83. S.1034-1043. - Hsu Ku, Yuan-Hung/Wang, Jai Jen
(2008): Estimating portfolio value at risk via dynamic conditional correlation

Kredit und Kapital 4/2011



576 Gregor N. F. Weil3

MGARCH model — an empirical study on foreign exchange rates, in: Applied Eco-
nomics Letters, Vol. 15. S. 533-538. — Joe, Harry/Xu, James J. (1996): Statistical
inference procedures for bivariate archimedean copulas, in: Technical report
no. 166, Department of Statistics, University of British Columbia. — Junker, Mar-
kus/May, Angelika (2005): Measurement of aggregate risk with copulas, in: Econo-
metrics Journal, Vol. 8. S. 428-454. — Kimeldorf, George/Sampson, Allan R. (1975):
Uniform representations of bivariate distributions, in: Communications in Statis-
tics, Vol. 4. S. 617-627. — Kinnebrock, Silja (2005): Modelling Dependence Risk
with Copulas and Applications to Pricing of Credit Derivates, Diplomarbeit TU
Kaiserslautern. — Kole, Erik/Koedijk, Kees/Verbeek, Marno (2007): Selecting
Copulas for Risk Management, in: Journal of Banking & Finance, Vol. 31.
S. 2405-2423. — Lauridsen, Sarah (2001): Estimation of Value at Risk by Extreme
Value Methods, in: Extremes, Vol. 3. S. 107-144. — Longin, Francois/Solnik, Bruno
(1995): Is the correlation in international equity returns constant: 1960-19907?, in:
Journal of International Money and Finance, Vol. 14. S. 13-26. — Malevergne, Yan-
nick/Sornette, Didier (2003): Testing the Gaussian Copula Hypothesis for Finan-
cial Assets Dependencies, in: Quantitative Finance, Vol. 3. S. 231-250. — Markwat,
T./ Kole, E./van Dijk, D. (2010): Time Variation in Asset Return Dependence:
Strength or Structure? Working paper, Erasmus University Rotterdam. — McNeil,
Alexander/Frey, Riidiger (2000): Estimation of tail-related risk measures for hete-
roscedastic financial time series: an extreme value approach, in: Journal of Empi-
rical Finance, Vol. 7. S. 271-300. — McNeil, Alexander/Frey, Rudiger/Embrechts,
Paul (2005): Quantitative Risk Management — Concepts, Techniques and Tools,
Princeton. — Mittnik, Stefan/Kuester, Keith/Paolella, Marc (2006): Value at Risk
Prediction: A Comparison of Alternative Strategies, in: Journal of Financial Eco-
nometrics, Vol. 4. S. 53-89. — Nelsen, Roger B. (2006): An Introduction to Copulas,
2. Aufl., in: Lecture Notes in Statistics, Vol. 139. — Palaro, Helder Parra/Hotta,
Luiz Koodi (2006): Using Conditional Copula to Estimate Value at Risk, in: Jour-
nal of Data Science, Vol. 4. S. 93-115. — Patton, Andrew (2006): Modelling Asym-
metric Exchange Rate Dependence, in: International Economic Review. Vol. 47.
S. 527-556. — Rosenberg, Joshua/Schuermann, Til (2006): A General Approach to
Integrated Risk Management with Skewed, Fat-tailed Risks, in: Journal of Finan-
cial Economics, Vol. 79. S. 569-614. — Scaillet, Olivier (2006): Kernel-based good-
ness-of-fit tests for copulas with fixed smoothing parameters, in: Journal of Multi-
variate Analysis, Vol. 98. S. 5633-543. — Schweizer, Berthold/Sklar, Abe (1983): Pro-
babilistic Metric Spaces, New York. — Sklar, Abe (1959): Fonctions de répartition a
n dimensions et leurs marges, in: Publications de I'Institut de Statistique de 1’Uni-
versité de Paris, Vol. 8. S. 229-231. - Wong, W. K. (2008): Backtesting trading risk
of commercial banks using expected shortfall, in: Journal of Banking & Finance
32. S. 1404-1415. — Yamai, Yasuhiro/Yoshiba, Toshinao (2005): Value at Risk versus
Expected Shortfall: A practical perspective, in: Journal of Banking & Finance 29.
S. 997-1015.

Kredit und Kapital 4/2011



Uber die Vorteilhaftigkeit von Copula-GARCH-Modellen 577
Zusammenfassung

Uber die Vorteilhaftigkeit von Copula-GARCH-Modellen
im finanzwirtschaftlichen Risikomanagement

Im Fokus des vorliegenden Beitrages stehen zwei Fragen: Wann sollte ein Co-
pula-GARCH-Modell einem korrelationsbasierten Modell vorgezogen werden? Und
welche parametrische Copula-Form sollte in diesem Fall verwendet werden? Zur
Beantwortung dieser Fragen werden in der empirischen Studie der Value at Risk
und Expected Shortfall fiir insgesamt 1.275 bivariate Portfolios, bestehend aus
den Logrenditen verschiedener Anlageformen, berechnet. Die durchgefiihrten Si-
mulationen zeigen, dass fiir gerade einmal ein Drittel der betrachteten Portfolios
ein Copula-GARCH-Modell die VaR-Schitzungen des DCC-Modells als korrela-
tionsbasierte Benchmark verbessern konnte. Eine generelle Vorteilhaftigkeit von
Copula-Modellen gegentiber korrelationsbasierten Modellen konnte in dieser Stu-
die somit nicht festgestellt werden. Gleichzeitig erwies sich der in diesem Beitrag
verwendete, auf der empirischen Copula basierende Anpassungstest als vergleichs-
weise schwach in seiner Fahigkeit zur Wahl des optimalen Modells. In fast allen
Fallen lieferte der GoF-Test entweder eine mehrdeutige oder eine falsche Empfeh-
lung. Gleichzeitig konnte gezeigt werden, dass bestimmte deskriptive Statistiken
fir die Entscheidung fiir ein Copula-GARCH-Modell bzw. das DCC-Modell ge-
nutzt werden kénnen. SchlieBlich wiesen die in dieser Studie erstmals eingesetzten
vollstandig zeitabhingigen Mixture Copulas lediglich eine geringe Prognosegiite
auf. JEL G32, G11, C12, C14)

Summary

The Advantageousness of Copula-GARCH Models
in Financial and Economic Risk Management

This article focuses on two questions: In what circumstances should a Copula-
GARCH model be preferred to a correlation-based model? And, where appropriate,
what Copula-model parameters should be used? In answer to these two questions,
the empirical value at risk and expected shortfall study calculates various forms of
investment from a total of 1275 bivariate portfolios composed of the log returns of
such forms of investment. The simulations made show that for just one-third of the
examined portfolios a Copula-GARCH model could help improve the VaR estimates
of the DCC model as a correlation-based benchmark. This proves that this study
has not been able to show that Copula models are more advantageous in general
over correlation-based ones. At the same time, the empirical Copula-based adjust-
ment test, which has been used in this study, has been weak by comparison as re-
gards its ability to select the optimal model. In almost all cases, the GoF test has
produced either an ambivalent or a false recommendation. At the same time, it has
been demonstrated that certain descriptive statistics may well be used as decision-
making aid in favour of a Copula-GARCH model and, respectively, the DCC model.
Finally, this study shows that the completely time-dependent mixture of Copulas
used in this study for the first time have been of an only low prognosticating quality.
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