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Beriicksichtigung von Schatzunsicherheit
bei der Kreditrisikobewertung

Vergleich des Value at Risk der Verlustverteilung des Kreditrisikos bei
Verwendung von Bootstrapping und einem asymptotischen Ansatz

Von Henry Dannenberg, Halle*

I. Einleitung

In vielen Risikomodellen bleiben Schitzfehler bei der Bestimmung von
Risikoparametern unberiicksichtigt. Hierdurch wird vernachléssigt, dass
diese Parameter hdufig nur geschitzt werden, also selber einen Unsicher-
heitsfaktor und damit auch ein Risiko darstellen.! So sind historisch be-
obachtbare Auspriagungen, auf denen eine Schétzung beruht, auch nur
zufallige Realisationen der zu schétzenden Risikoverteilung. Erfolgten in
der Vergangenheit zufillig nur wenige Ausfille, besteht die Gefahr, ein
Risiko zu unterschitzen. Umgekehrt besteht natiirlich auch die Moglich-
keit, auf Grundlage von historischen Beobachtungen, das Risiko zu tiber-
schitzen. Beide Fille stellen fiir das Risikomanagement ein Problem dar.
Im ersten Fall wird gegebenenfalls eine zu geringe Risikovorsorge betrie-
ben, also zum Beispiel zu wenig Eigenkapital vorgehalten. Im zweiten
Fall wird hingegen zu restriktiv gehandelt. Das heifit, es wird zu viel
Eigenkapital fur die Risikodeckung eingeplant, wodurch Renditeziele
schwieriger zu erreichen sind. Die Schétzunsicherheit stellt damit einen
separaten Risikofaktor dar. Die Vernachlissigung dieses ,,Meta-Risikos*
bei der Risikobewertung fiihrt daher zu einer ineffizienten Kapitalallo-
kation. Der folgende Beitrag befasst sich mit der Frage, wie Schétzunsi-
cherheit bei der Kreditrisikobewertung beriicksichtigt werden kann.
Hierbei erfolgt eine Fokussierung auf die Risikoparameter Ausfallwahr-
scheinlichkeit und Ausfallkorrelation zwischen Unternehmen in einer
Periode (im Folgenden auch als Korrelation bezeichnet).

* Der Autor bedankt sich bei dem Gutachter und bei Joachim Wilde fiir ihre
Hinweise und Kommentare.
1 Vgl. Gleifiner/Romeike (2008), S. 8.
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Die mit der Schétzung von Modellparametern verbundenen Probleme
sind in der Literatur bekannt. So fordert der Baseler Ausschuss fiir Ban-
kenaufsicht, dass im Bankensektor fiir die mit der Schétzung der Modell-
parameter verbundenen Fehler Sicherheitszuschlidge zu bertiicksichtigen
sind, die in Beziehung zur moglichen Fehlerspannweite stehen.> Der
Ausschuss sagt jedoch wenig dariiber aus, wie diese Sicherheitszuschldge
zu bestimmen sind. In der Literatur wird die Verwendung von Kon-
fidenzintervallen beziehungsweise von Konfidenzregionen zur Beschrei-
bung von Schiatzunsicherheit diskutiert. Dieser Ansatz findet auch ver-
starkt bei der Kreditrisikobewertung Berticksichtigung. So wird bei-
spielsweise hinsichtlich der Ausfallwahrscheinlichkeit diskutiert, die mit
ihrer Schétzung verbundene Unsicherheit beispielsweise durch Wald-,
Agresti-Coull- oder Jeffrey-Intervalle, aber auch auf Bootstrapping ba-
sierende Intervalle zu beschreiben.® Gegen die Verwendung dieser fiir die
Ausfallwahrscheinlichkeit diskutierten Intervalle spricht jedoch, dass sie
die Unabhingigkeit der Ausfallereignisse voraussetzen. Modifikationen
wie von Miao/Gastwirth (2004) vorgeschlagen, berticksichtigen zwar Ab-
hiangigkeiten, aber nur, wenn sie zwischen im Datensatz direkt aufeinan-
derfolgenden Beobachtungen vorliegen.* Beide Annahmen sind fiir die
Kreditportfoliorisikomodellierung nicht besonders geeignet, da von Ab-
hangigkeiten zwischen allen Kreditnehmern eines Portfolios auszugehen
ist. Unsicherheit bei der Bewertung der Abhéngigkeitsstruktur unter-
suchen beispielsweise Cassart et al. (2007).

Konfidenzregionen, bei denen die oben beschriebenen Annahmen zur
Unabhéngigkeit nicht erforderlich sind, beschreiben beispielsweise Hése
(2007) und Hamerle et al. (2005). Diese Autoren entwickeln Modelle, die es
ermoglichen, bei der simultanen Schitzung von Ausfallwahrscheinlichkei-
ten und Ausfallkorrelationen asymptotische Konfidenzregionen fiir beide
Parameter abzuleiten. Auch befassen sie sich mit der Frage, welchen Ein-
fluss die Schiatzunsicherheit auf den Value at Risk (VaR) der Verlustvertei-
lung eines Kreditportfolios und damit auf den 6konomischen Eigenkapital-
bedarf eines Unternehmens hat. Die verwendeten asymptotischen Kon-
fidenzintervalle basieren jedoch auf der Annahme, dass die auf Basis einer
Maximum-Likelihood-Schatzung geschétzten Parameter asymptotisch nor-
malverteilt sind.® So wird unter anderem vorausgesetzt, dass Daten fiir

2 Vgl. Basel Committee on Banking Supervision (2005), RN 451.

3 Vgl. Christensen et al. (2004); Dannenberg (2008); Hanson/Schuermann (2006);
Lawrenz (2008); Pluto/Tasche (2005); Stein (2003); Triick/Rachev (2005).

4 Vgl. Miao/Gastwirth (2004), S. 124 ff.

5 Vgl. Hamerle et al. (2005), S. 11.
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einen historisch sehr langen Zeitraum zur Verfiigung stehen.® Diese An-
nahme ist fiir die Praxis moglicherweise wenig realistisch. Alternativen
zu asymptotischen Konfidenzregionen konnten auf Bootstrapping basie-
rende Regionen darstellen. Ein wesentlicher Vorteil des Bootstrappings
ist darin zu sehen, dass es frei von restriktiven Annahmen hinsichtlich
der Parameter ist.” Das heiBt, die Verletzung der Annahme der asympto-
tischen Normalverteilung der Maximum-Likelihood-Schétzer wire fir
das Bootstrapping unproblematisch. Der Nachteil des Bootstrappings be-
steht jedoch darin, dass eine analytische Berechnung nicht moéglich ist.
Damit ist diese Methode deutlich rechen- und damit zeitintensiver als
die asymptotische Losung. Vor diesem Hintergrund stellt sich die Frage,
ab welcher Anzahl historisch verfiigbarer Perioden beide Methoden zu
einer dhnlichen Einschitzung des Kreditausfallrisikos bei Berticksichti-
gung von Schitzunsicherheit filhren und damit die Verwendung eines
asymptotischen Ansatzes unbedenklich ist. Im Folgenden soll dieser
Frage anhand einer Simulationsstudie nachgegangen werden. Als Krite-
rium der Vergleichbarkeit beider Methoden dienen hier die Mittelwerte
der VaR-Verteilungen. Die asymptotische Konfidenzregion wird durch
eine von Hose (2007) vorgeschlagene Wald-Konfidenzregion beschrieben.
Hose untersucht zwar, inwiefern Schitzunsicherheit das 6konomische
Kapital beeinflusst. Jedoch nutzt sie hierfiir einen Ansatz zur Berech-
nung von Eigenkapitalanforderungen nach Basel II, in dem die Korrela-
tion aus der Ausfallwahrscheinlichkeit berechnet wird.? Wie aus der von
ihr vorgeschlagenen Konfidenzregion das 6konomische Eigenkapital er-
mittelt werden kann, diskutiert sie jedoch nicht. An dieser Stelle kniipft
der vorliegende Artikel an. Es wird gezeigt, wie auf Grundlage der Wald-
Konfidenzregion das 6konomische Eigenkapital bestimmt werden kann.
Darauf aufbauend ist es hier moglich, die oben formulierte Frage nach
der Eignung der vorgeschlagenen asymptotischen Konfidenzregion zur
Beurteilung des 6konomischen Eigenkapitalbedarfs zu diskutieren.

Der folgenden Untersuchung liegt ein Beta-Binomial-Modell zugrunde.
Der Einfachheit halber wird ein Ein-Ratingklassenfall betrachtet. Bei
dem Beta-Binomial-Modell handelt es sich um ein Kreditportfoliomodell,
welches den Bernoulli-Mischungsmodellen zuzuordnen ist. Die Ber-

6 Vgl. Hose (2007), S. 136.

7 Vgl. Chernick (2008), S. 8 ff.

8 Vgl. Basel Committee on Banking Supervision (2005), RN 330; Hoése (2007),
S. 140 ff., S. 173 ff.

9 Das Beta-Binomial-Modell entspricht weitgehend der Ein-Faktor-Version von
CreditRisk+ (Vgl. Frey/McNeil (2003), S. 69).
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noulli-Mischungsmodelle zdhlen zu den bekanntesten Ansitzen fiir die
Modellierung von abhingigem Kreditausfallverhalten. Im folgenden Ab-
schnitt wird dieses Modell zunichst beschrieben. In Abschnitt III wird
dargestellt, wie asymptotische beziehungsweise auf dem Bootstrapping
beruhende Konfidenzregionen hergeleitet werden. Abschnitt IV erlautert,
wie basierend auf den Konfidenzregionen die Verteilungen der Values at
Risk abgeleitet werden. In Abschnitt V wird anhand einer Simulations-
studie untersucht, ob durch die Verwendung asymptotischer Konfidenz-
regionen der Value at Risk und damit indirekt auch der 6konomische
Eigenkapitalbedarf in Abhéngigkeit von der verfiigbaren Kredithistorie
signifikant {iber- oder unterschitzt wird. AbschlieBend werden in Ab-
schnitt VI die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und weiterer For-
schungsbedarf formuliert.

II. Das verwendete Beta-Binomial-Modell

Zur Modellierung des Kreditportfoliorisikos wird zur vereinfachten
Veranschaulichung im Folgenden ein Bernoulli-Mischungsmodell mit ei-
ner Bonitdts- beziehungsweise Ratingklasse unterstellt. Die Bernoulli-
verteilte Ausfallvariable Hy, eines Kreditnehmers n (n=1, 2, ..., N;)
nehme in der Periode t den Wert Eins an, wenn dieser ausfillt. Sonst sei
H,, Null. Alle Forderungen gegen einen Kreditnehmer n innerhalb einer
Periode t werden zu einer Forderung zusammengefasst. Die durch-
schnittliche Bonitdt aller Kreditnehmer der Ratingklasse in Periode t
wird durch die Zufallsvariable 7, (¢t =1, 2, ..., T) (stochastische Ausfall-
wahrscheinlichkeit der Ratingklasse) beschrieben. Beliebige Realisatio-
nen des Vektors aller stochastischen Ausfallwahrscheinlichkeiten 7 :=
(71, 72, ..., wr) seien durch % := (71, @, ..., wr) (701, 72, ..., W) € (0;1)T)
bezeichnet. Im Beta-Binomial-Modell wird fiir 7; eine Betaverteilung un-
terstellt. Diese hangt unter anderem auch von einer Korrelation o zwi-
schen verschiedenen Ausfillen in einer Periode ab. Ist allerdings ein be-
stimmter Wert z; (und damit zum Beispiel eine gute oder schlechte
Konjunktur) gegeben, wird (bedingte) Unabhéngigkeit zwischen den
Ausfallvariablen Hy, angenommen. Die auf eine zuféllige Realisation be-
dingten Verteilungen der Ausfallvariablen H,, sind somit stochastisch
unabhéngige (bedingt unabhingige) Bernoulliverteilungen und es gilt:

_, unabhdngig
~

(1) Hyla=7 Bin(l;m), n=1,2,..., N,

Die Anzahl der Ausfédlle H, am Ende einer Periode ¢ ergibt sich aus der
Summe der Ausfallvariablen Hy,:
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Nt
2) Hy:=Y Hy, t=1,2..T,

n=1

wobei N, die Portfoliogrofle bezeichnet. Damit ergeben sich als bedingte
Verteilungen der Ausfallvariablen Binomialverteilungen:

(3) H,|% = & ~ Bin(Ny; m,).

Da es sich bei den Realisationen z; um zufillige Auspragungen von
handelt, wird im Bernoulli-Mischungsmodell eine Annahme hinsichtlich
der 7; zugrunde liegenden Verteilung F;, (71;) getroffen. Die Mischung die-
ser Verteilung mit den sich aus (3) ergebenden Binomialwahrscheinlich-
keiten fithrt zur unbedingten Wahrscheinlichkeitsfunktion der Anzahl
der Ausfalle Hy:

(4) P(H,=h) = /1 (Z}Dn?ta — )Nt d Fy ().

Im hier verwendeten Beta-Binomial-Modell werden die stochastischen
Ausfallwahrscheinlichkeiten durch Betaverteilungen modelliert. Damit
ergibt sich als unbedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion der Anzahl der
Ausfialle Hy:

1
oy Ni\ » Ny—hy ﬂfil(lfﬂt)ﬂil
(5) P(H, = h;) = 0/ (ht >ﬂtt(1 — ) “Bap da,
wobei B(a, ) die Betafunktion:
1
(6) B(a,) = /x“’l(l—x)ﬁ’ldx

0

mit a € (0;00) und S € (0;00) bezeichnet.'® Zwischen der Ausfallkorrela-
tion ¢ beziehungsweise der erwarteten Ausfallwahrscheinlichkeit p und
den Parametern der Betafunktion a, f besteht folgender funktionaler Zu-
sammenhang:

10 ygl. zum Bernoulli-Mischungsmodell und zur Beta-Binomialverteilung Hose
(2007), S. 34 ff.; Frey/McNeil (2003), S. 67 f.; Embrechts/Frey/McNeil (2005),
S. 352 ff.
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(7) a:@ und ﬂ:(l_p)&)&_n

Damit sind 0 <9 <1 und 0 < p < 1. Es wird weiter angenommen, dass
gegen alle Kreditnehmer eine Forderung (Exposure at Default) in Hohe
von Eins besteht. Wenn es zu einem Ausfall kommt, sei unterstellt, dass
der gesamte Forderungsbetrag dieses Kreditnehmers ausfallt (Loss given
Default = Eins). Damit reduziert sich die Verlustverteilung des Kredit-
portfolios auf die Verteilung der Anzahl der innerhalb einer Periode t
auftretenden Kreditausfille H;.

Zur Parametrisierung dieses Modells ist die Schitzung der beiden Pa-
rameter ¢ und p erforderlich. Die simultane Schétzung dieser beiden
Grofen erfolgt mittels Maximum-Likelihood-Methode. Hierfiir wird un-
terstellt, dass die zugrunde liegende unbekannte Ausfallwahrscheinlich-
keit p und Ausfallkorrelation ¢ im Periodenvergleich konstant sind. Es
liegen keine periodentibergreifenden Abhingigkeiten vor. Folgende auf
Gleichung (5) basierende Log-Likelihood-Funktion wird maximiert:!?

T
. 1-
Up,o,h) =c+d lnr<htfp+§)+lnF<N7htf1+p+Tp>
t=1

b ) () )
+T1nr(1;9>4

Hierbei beschreibt & den Vektor historisch beobachteter Ausfallzahlen.
Es wird unterstellt, dass sich die Portfoliogréle N =N, mitt=1, 2,..., T
im Zeitverlauf nicht dndert, wobei T die Anzahl der historisch beobacht-

baren Perioden darstellt. I" bezeichnet die Gammafunktion:
9) T'(a) :/s“’le’sds.
0

Die Konstante ¢ ist unabhéngig von den Modellparametern und kann
daher bei der Maximierung vernachléssigt werden. Die beiden Schétzer
p¥L und oYL, die diese Funktion maximieren, werden numerisch be-

11 ygl. Anhang 1.
12 ygl. Hése (2007), S. 149.
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stimmt. Die Parameter der Betafunktion kénnen auf Grundlage dieser
beiden Schétzer ermittelt werden:

~ML __ ﬁZT“dL(l - éIT‘{[L)

~ 1-— ~ML 1— ~ML
(10) i = it und ﬂI;:IL:( pr)(1 —or )
T

~ML

Or

Durch Einsetzen dieser beiden Parameter und N in Gleichung (5) kann
die Verteilung der Anzahl der Ausfille P(H; = h;) innerhalb einer Periode
abgeleitet werden. Diese beriicksichtigt jedoch noch nicht die mit der
Schéatzung verbundene Schatzunsicherheit. Im folgenden Abschnitt wird
gezeigt, wie diese durch Konfidenzregionen beschrieben werden kann.

III. Herleitung der Konfidenzregion

Hose (2007) konstruiert eine asymptotische Wald-Konfidenzregion fiir
die beiden Parameter Ausfallkorrelation und Ausfallwahrscheinlich-
keit.!® Diese wird fiir einen Parametervektor (p, o) berechnet mit:

—

(11) T((ﬁg‘ﬂ‘vég‘ﬂl) - (pvg))l(pvg)T((ﬁg‘/[LVQZT\{[L) - (p,Q))/S X%,l—q‘r14

wobei y3,_ o fir 0 <g<1 das q—Qua/n\til einer Chiquadratverteilung mit
zwei Freiheitsgraden bezeichnet. I(p,0)r bezeichnet eine zu schétzende
Informationsmatrix. Die Elemente dieser Informationsmatrix kénnen da-
bei wie folgt bestimmt werden:'®

13 Hése (2007) konstruiert dariiber hinaus auch weitere Konfidenzregionen. Ins-
besondere eine auf dem Likelihood-Verhiltnis basierende Konfidenzregion (LV-
Region) konnte fiir kurze Datenhistorien moglicherweise besser geeignet sein als
das hier verwendete Wald-Intervall. Allerdings ist die LV-Region so konstruiert,
dass ein gegebenes Vertrauensniveau hinsichtlich der beiden Parameter mindes-
tens eingehalten wird. Dieses Vorgehen ist moglicherweise problematisch. Brown/
Cai/DasGupta (2001), S. 113, lehnen beispielsweise das fiir Anteilswerte im Unab-
hingigkeitsfall konstruierte Clopper-Pearson-Intervall, welches ebenfalls ein gege-
benes Vertrauensniveau mindestens einhalt, ab, weil sie es fir ,wastefully
conservative“ halten. Fir die LV-Region spricht eine von Hése durchgefiihrte Si-
mulationsstudie, welche der LV-Region eine hohe Abdeckwahrscheinlichkeit attes-
tiert (Hose (2007), S. 167). Diese Studie erfolgt jedoch nur fiir ein Portfolio
(N =5000, p =9 =0,05). Brown/Cai/DasGupta (2001), S. 102, weisen allerdings
darauf hin, dass die Abdeckwahrscheinlichkeit eines Konfidenzintervalls sehr sen-
sibel auf den Stichprobenumfang reagieren kann. Daher wird das fiir die LV-Re-
gion sprechende Argument hier geringer gewichtet als das gegen sie sprechende
Argument und daher im Folgenden das vorgeschlagene Wald-Intervall betrachtet.

14 vgl. Hése (2007), S. 87.

15 ygl. Hése (2007), S. 151.
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I (10 ZNl Ht>z+1) PH;<N-i-1)
2@ = & o +ie)  (1-p)1—o)+ie]
B -1 pPHt>z+1) (1-p)P(H, <N —-i—-1)
12) 1.0 =20 =72 | o= rigP * (@ -p)i-) i }
1 [pPH,>i+1)  (1-pPH<N-i-1) 1 }
0.0 =5 2 (a0 viel ¥ (@ - P07 Ul D7)

SML

Durch Einsetzen der Parameter p = p¥r und ¢ = ¢ in (12) kann die

Informationsmatrix geschitzt werden.

Die von Hose (2007) vorgeschlagene Konfidenzregion kann jedoch nur
fiir T — oo das vorgegebene Vertrauensniveau gewihrleisten.'® Diese Ein-
schrankung kann aus zwei Griinden problematisch sein. Zum einen ste-
hen h&ufig nur kurze Zeitrdume zur Schitzung der Parameter zur Ver-
fligung. Zum anderen werden Ausfallwahrscheinlichkeiten von Bonitéts-
klassen héaufig nur auf Jahresbasis bewertet. Ein auf Jahresbasis
geschitztes Modell erfordert also Beobachtungen, die viele Jahre in die
Vergangenheit reichen, um asymptotische Konfidenzregionen zu schit-
zen. Es stellt sich damit zum einen die Frage nach der Datenverfiigbar-
keit und zum anderen nach der Aktualitdt von weit in die Vergangenheit
reichenden Daten. Hose (2007) bewertet die Glite der von ihr dargestell-
ten asymptotischen Konfidenzregion fiir Kredithistorien von T = 16 und
T = 256 auf Grundlage empirischer Uberdeckungshiufigkeiten. Sie stellt
fest, dass vor allem fiir die Korrelation in kurzen Kredithistorien dieses
Intervall wenig geeignet ist. Fiur T = 256 erzielt sie jedoch bereits fur
beide Parameter eine gute Abdeckung.!” Da hier jedoch die Konfidenz-
region als ein Instrument zur Bestimmung des Risikoumfangs genutzt
wird, koénnte eine Beurteilung der Eignung einer Konfidenzregion auf
Basis von Uberdeckungshiufigkeiten zu kurz greifen. Das heiBt, dass
zwei Konfidenzregionen mit derselben empirischen Uberdeckungshiufig-
keit dennoch zu unterschiedlichen Einschitzungen des 6konomischen Ei-
genkapitals gelangen konnten. Aus diesem Grund erfolgt hier die Unter-
suchung auf Grundlage dieser GrofSe.

Wie eingangs beschrieben, kann das Bootstrapping fiir kleine Stichpro-
ben die geeignetere Methode zur Herleitung von Konfidenzintervallen
beziehungsweise -regionen sein, da auf restriktive Annahmen hinsicht-
lich der Verteilung der Maximum-Likelihood-Schétzer verzichtet werden

16 vgl. Hése (2007), S. 136.
17 Vgl. Hése (2007), S. 160 ff.
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kann. Es wird zwischen nichtparametrischem und parametrischem
Bootstrapping unterschieden.'® Hier soll die parametrische Version zur
Anwendung kommen.'® Diese setzt voraus, dass eine Vorstellung hin-
sichtlich der den historischen Beobachtungen zugrunde liegenden Ver-
teilung existiert. Fiir diese Arbeit entspricht diese der in Gleichung (5)
beschriebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl der Kreditaus-
falle, welche, wie oben dargestellt, auf Grundlage historischer Beobach-
tungen parametrisiert werden kann. Aus dieser Verteilung werden beim
parametrischen Bootstrapping entsprechend der Anzahl der historisch
verfiigbaren Perioden T zufillige Ausfallzahlen mit Zuriicklegen gezo-
gen. Diese T Ausfallzahlen représentieren eine Bootstrap-Stichprobe, fir
welche die Ausfallwahrscheinlichkeit und Ausfallkorrelation entspre-
chend Gleichung (8) geschitzt werden konnen. Durch das wiederholte
Erzeugen von Bootstrap-Stichproben kann eine Vielzahl an Paaren der
beiden zu schédtzenden Parameter erzeugt und ausgewertet werden. Zu-
sammenfassend seien hier die einzelnen Schritte zur Ermittlung der
Bootstrap-Intervalle dargestellt:

(S1) Parametrisierung der Verteilung aus Gleichung (5) unter Verwen-
dung der Gleichungen (8) und (7) auf Grundlage der historisch ver-
fugbaren Daten.

(S2) Ziehen (mit Zuriicklegen) von T zufélligen Ausfallzahlen auf Basis
der in S1 parametrisierten Verteilung (Erzeugen einer Bootstrap-
Stichprobe).

(S3) Schitzen der Parameter p¥r und ¢¥L auf Grundlage der in S2 er-

zeugten Bootstrap-Stichprobe unter Verwendung von Gleichung (8).
(S4) Speichern des in S3 ermittelten Parameterpaares.
(S5) x-maliges Wiederholen der Schritte S2-S4.

Im Folgenden soll zur Veranschaulichung ein Beispiel dienen. Fir
dieses sei angenommen, dass ein N =500 Kreditnehmer umfassendes
Portfolio betrachtet wird. Es konnen Beobachtungen zu Kreditausfall-
ereignissen fiir T =5 historische Perioden =zur Verfiigung gestellt
werden. In den historischen Perioden hatte das Portfolio ebenfalls eine
GroBe von N; = 500 mit ¢t = 1, ..., 5. Es wurden in den einzelnen Jahren

18 ygl. Vose (2005), S. 181 ff.; Chernick (2008), S. 120 ff.

19 Hier wird als zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kredit-
ausfille die Beta-Binomial-Verteilung aus Gleichung (5) unterstellt. Da damit die
den historischen Daten zugrunde liegende Verteilung im Modell als bekannt ange-
nommen wird, ist die parametrische Bootstrap-Methode angemessen.
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—

h' = (23; 24; 2; 2; 24) Kreditausfialle beobachtet. Damit schwankt die
Austallquote AQ®y, also das Verhiltnis von Ausfallzahl und Portfoliogroe
zwischen 0,4 % und 4,8 %. Im Durchschnitt der fiinf Jahre fielen 3% der
Kreditnehmer aus. In Tabelle 1 werden die Rahmenbedingungen des Bei-
spiels zusammenfassend dargestellt.

Tabelle 1
Rahmenbedingungen des Beispiels

t hy N; AQ: = ht/Nt
1 23 500 4,6 %
2 24 500 4,8%
3 500 0,4%
4 500 0,4%
5 24 500 4,8%

Auf Grundlage der in Tabelle 1 beschriebenen Beobachtungen werden
die Parameter p¥r =2,98% und o¥L = 10,0245 unter Verwendung von
Gleichung (8) geschitzt. Die Informationsmatrix wird entsprechend den
Gleichungen (12) unter Verwendung von p¥* und ¢¥* bestimmt:

3 (s 1798,47 —633,90
(13) (P-o)r =\ 63390 811,92/

Abbildung 1 veranschaulicht 2.500 mit Bootstrapping erzeugte Para-
meterpaare und die Wald-Konfidenzregion zum 95 %-Niveau fir dieses
Beispiel. Es zeigt sich, dass die asymptotische Konfidenzregion auch
Werte im negativen Bereich der beiden Achsen aufweist. Hierbei handelt
es sich um rein theoretische Losungen. Wie in Abschnitt II formuliert, ist
die Ausfallkorrelation und die Ausfallwahrscheinlichkeit im Beta-Bino-
mial-Modell stets grofer als Null. Dennoch wird deutlich, dass die
asymptotische Konfidenzregion und die mit Bootstrapping erzeugten
Wertepaare auch im positiven Quadranten nicht identisch sind. So liegen
6,84 % beziehungsweise 171 der mit Bootstrapping erzeugten Wertepaare
auBerhalb der dargestellten asymptotischen Konfidenzregion. Bei Uber-
einstimmung der Regionen wiren 5% (125) zu erwarten gewesen. Wird
das Vertrauensniveau auf 99 % erhoht, liegen mit 3,12 % im Verhiltnis so-
gar noch deutlich mehr der mit Bootstrapping erzeugten Parameterpaare
auBlerhalb der asymptotischen Konfidenzregion. Andererseits fiihrt eine
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Abbildung 1: Mit Bootstrapping erzeugte Wertepaare (151%“«, @1%“) (9graue Punkte),
das Parameterpaar der Ausgangsstichprobe (schwarzer Punkt) und asymptotische
Konfidenzregion 1 — q = 95% (schwarze Linie)

Absenkung des Vertrauensniveaus auf 90% dazu, dass mit 9,04 % deut-
lich weniger der mit Bootstrapping erzeugten Parameterpaare aullerhalb
der asymptotischen Konfidenzregion liegen, als es zu erwarten gewesen
wire. Eine Ubereinstimmung wird hier im Beispiel bei einem Vertrauens-
niveau von etwa 91,6 % erreicht.

Es ist zu vermuten, dass dies zu unterschiedlichen Kreditrisikobewer-
tungen fiihren kann, wenn zur Beschreibung der Schitzunsicherheit eine
dieser beiden Methoden gew#hlt wird. Im Folgenden wird daher fiir eine
Vielzahl von moglichen Beobachtungen untersucht, ob durch die Verwen-
dung von asymptotischen Konfidenzregionen das Kreditrisiko im Ver-
gleich zur Verwendung von auf Bootstrapping basierenden Konfidenz-
regionen signifikant tiber- oder unterschitzt wird. Da Hose (2007) fur
T =256 eine Abweichung der Schitzer von der Normalverteilungs-
annahme als unproblematisch fiir den Einsatz der Wald-Konfidenzregion
ermittelt, ist zu vermuten, dass Bootstrapping und asymptotische Me-
thode fiir T < 256 zu einer vergleichbaren Risikoeinschétzung fiihren.

IV. Herleitung der Verteilung des Value at Risk

Eine etablierte Kennzahl zur Bewertung von Risiken stellt der Value at
Risk (VaR,) dar. Dieser ist als eine maximale Abweichung von einem Re-
ferenzwert beschrieben, die fiir ein gegebenes Konfidenzniveau alpha in-
nerhalb einer Periode eintreten kann.?’ Wird die Abweichung zur Ge-

20 Vgl. Kapalanski (2002), S. 3; Albrecht/Maurer (2005), S. 123, und dort zitierte
Literatur.

Kredit und Kapital 4/2010



570 Henry Dannenberg

0,06
0,05 -
0,04 -
0,03 -
0,02 -
0,01 -

0 : . ; ; : . .

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Anzahl Ausfille

Dichte

Abbildung 2: Dichtefunktion der Portfolioverluste
(¥ = 2,98%, o¥* = 0,0245, N = 500)

winnschwelle betrachtet, kann aus dem Value at Risk auch der 6konomi-
sche Eigenkapitalbedarf eines Unternehmens abgeleitet werden. Der
Value at Risk stellt damit eine entscheidende GréBe bei der Risikobewer-
tung dar.

Da hier angenommen wird, dass der Exposure at Default und der Loss
given Default jeweils den Wert Eins annehmen, reduziert sich das Kre-
ditausfallrisiko auf die in Gleichung (5) beschriebene Verteilung. Fir ein
gegebenes Wertepaar (p¥%,6¥%) kann diese parametrisiert und hinsicht-
lich ihrer Quantile ausgewertet werden. Fiir das oben beschriebene Bei-
spiel ergibt sich die in Abbildung 2 dargestellte Verteilung. Diese weist
einen VaRggo, von rund 63 Ausfillen auf, was einer Ausfallquote von

12,6 % entspricht.

Wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, besteht hinsichtlich
der Parameterschétzung Unsicherheit. Das heiflt, dass das dem Risiko
zugrunde liegende tatsédchliche, aber unbekannte Parameterpaar durch-
aus auch andere Werte als den Maximum-Likelihood-Schétzer annehmen
kann. Dabei umfasst eine Konfidenzregion alle jene Parameterpaare, von
denen mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — q eines das tatséchliche, aber
unbekannte Wertepaar beschreibt. Im obigen Fall liegt beispielsweise das
Wertepaar (p = 5%, ¢ = 0,04) auch in der Konfidenzregion zum Vertrau-
ensniveau von 95%. Wiirde also ein solches Vertrauensniveau angestrebt
werden, konnte auch dieses Parameterpaar das unbekannte, aber tat-
séchliche Paar sein. In diesem Fall wiirde der VaRgge, auf 20,2 % steigen.
Andererseits ist bei diesem Vertrauensniveau auch das Wertepaar
(p=1%, 0 =0,01) ein Element der Konfidenzregion. Sollte es sich hier-
bei um das tatsichlich zugrunde liegende Wertepaar handeln, dann ent-
sprache der VaRggo, der Ausfallquote nur 5 %.
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Abbildung 3: Verteilung des VaRgg, bei Anwendung der
asymptotischen Methode (schwarze Balken) und Bootstrapping
(graue Balken) zur Modellierung der Schdtzunsicherheit

Basierend auf einer der asymptotischen Konfidenzregion zugrunde lie-
genden Verteilung beziehungsweise basierend auf Bootstrapping ist es
moglich, mittels Monte-Carlo-Simulation eine Verteilung des VaR des
Kreditrisikos abzuleiten.?! Die Monte-Carlo-Simulation wird gewihlt, da
sie sowohl fir eine Ableitung aus der asymptotischen Konfidenzregion
als auch bei Verwendung von Bootstrapping genutzt werden kann. Mit
beiden Methoden wird jeweils zufillig eine groe Anzahl Parameterpaare
erzeugt. Bei Verwendung der asymptotischen Methode werden diese aus
der der Konfidenzregion zugrunde liegenden Verteilung gezogen. Diese
Wertepaare werden in Gleichung (5) eingesetzt und aus den so parametri-
sierten Verteilungen die jeweiligen VaR abgeleitet. Eine ausfiihrliche Be-
schreibung der Vorgehensweise erfolgt im Anhang 2. Fiur die im folgen-
den Abschnitt dargestellten Ergebnisse werden jeweils 1.000 VaR fur
jede Methode und Datenhistorie erzeugt und aus diesen die VaR-Vertei-
lungen abgeleitet.

Fir das oben beschriebene Beispiel ergeben sich die in Abbildung 3
dargestellten Verteilungen des VaRggo,. Es wird deutlich, dass bei An-
wendung der asymptotischen Methode (schwarze Balken) hier im Bei-
spiel die Verteilung des VaRggo, nach rechts verschoben ist. Die Vertei-
lung des VaRggo, bei Anwendung der asymptotischen Methode weist ei-
nen Mittelwert von 13,6% auf, was in etwa 68 Ausfidllen entspricht.
Dieser ist deutlich groBer als der Mittelwert der mit Bootstrapping er-
mittelten Verteilung in Hohe von 10,9% (etwa 55 Ausfille). Bei der Inter-
pretation dieser Werte ist zu beriicksichtigen, dass der Mittelwert einer
VaR-Verteilung keinen direkten Riickschluss auf den ¢konomischen Ei-

21 Vgl. Dannenberg (2007), S. 632 f.
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genkapitalbedarf eines Unternehmens zulédsst. Hierfiir ist es erforderlich,
die Verlustverteilung unter Berticksichtigung von Schétzunsicherheit
herzuleiten. Auf Grundlage dieser Verteilung kann der VaR, bestimmt
werden. Die Herleitung dieser Verlustverteilung ist allerdings mit einer
zusatzlichen Simulation verbunden, wodurch die gesamte Simulations-
dauer erheblich erhéht wird.

Um hier die Simulationszeit in einem vertretbaren Rahmen zu halten,
werden im Folgenden nicht die VaR, verglichen. Vielmehr dient ein Ver-
gleich der Mittelwerte der VaR-Verteilungen als Indikator dafiir, ab wel-
cher Anzahl historisch verfiigbarer Perioden der asymptotische Ansatz
dhnliche Ergebnisse erzeugt wie Bootstrapping. Signifikant verschiedene
Lageparameter dieser Verteilungen sind ein Hinweis dafiir, dass beide
Methoden zu unterschiedlichen Risikoeinschétzungen fiihren.

V. Vergleich der Verteilungen des VaR
mittels Simulationsstudie

Eingangs wurde die Vermutung formuliert, dass asymptotische Kon-
fidenzregionen zur Bewertung von Schitzunsicherheit bei der Kreditrisi-
kobewertung wenig geeignet sein konnten, wenn nur eine geringe Anzahl
historischer Perioden zur Verfligung steht, auf deren Grundlage die Para-
meterschiatzung erfolgt. Hier soll anhand eines Vergleichs von Lage-
parametern der Verteilungen der VaR untersucht werden, ob sich diese
signifikant voneinander unterscheiden. Es ist zu vermuten, dass mit zu-
nehmender Anzahl historisch verfiigbarer Perioden die Wahrscheinlich-
keit abnimmt, dass die mit den beiden Verfahren ermittelten Lage-
parameter der VaR-Verteilungen signifikant voneinander abweichen. Als
Lageparameter wird der Mittelwert der jeweiligen Verteilung betrachtet.
Der Vergleich erfolgt auf Grundlage parametrischer Zweistichproben-
tests. Kann Varianzheterogenitit angenommen werden, erfolgt der Test
unter Verwendung eines approximativen Gauftests. Wird hingegen
Varianzhomogenitdt angenommen, erfolgt der Test auf Grundlage eines
t-Tests. Varianzhomogenitit wird unter Verwendung eines F-Tests tiber-
prift.?> Im in Tabelle 1 dargestellten Fall ist beispielsweise der Mittel-
wert der auf der asymptotischen Konfidenzregion beruhenden VaRggo,-
Verteilung zum 1%-Niveau signifikant gréBer als der auf Bootstrapping
beruhenden Verteilung.

22 Vgl. Bleymiiller/Gehlert/Giilicher (1998), S. 109 ff.
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Da mit einem Zweistichprobentest nur verglichen werden kann, ob die
beiden Methoden bei einer gegebenen Kreditrisikohistorie zu dhnlichen
Ergebnissen fiihren, besteht die Moglichkeit, dass ein beobachtetes Er-
gebnis von der gewédhlten Kreditrisikohistorie abhéngt. Wiirden bei-
spielsweise in Tabelle 1 in den einzelnen Jahren andere Ausfallzahlen be-
obachtet werden, wire es moglich, dass der Zweistichprobentest zu ei-
nem anderen Ergebnis gefiihrt hitte. Um dies zu uberpriifen, ist es
erforderlich, fiir einen gegebenen historisch verfiigbaren Zeitraum ver-
schiedene Kredithistorien zu testen. Im Folgenden werden daher jeweils
200 Kredithistorien betrachtet. Diese werden erzeugt, indem fiir jede be-
trachtete historische Periode zuféllig eine Anzahl Ausfélle aus dem Inter-
vall [0;25] gleichverteilt gezogen wird. Die Gleichverteilung erscheint
hier geeignet, da an dieser Stelle nur zu gewihrleisten ist, dass 200 von-
einander unabhéngige Kredithistorien zur Verfiigung gestellt werden. Al-
ternativen, wie beispielsweise die Wahl anderer Intervalllangen oder die
Ableitung der Ausgangswerte auf Basis zufillig parametrisierter Beta-
Binomial-Verteilungen, wiirden zwar die Bandbreite der moglichen Aus-
gangswerte verdndern. Substanzielle Auswirkungen auf das Ergebnis
sind hierdurch allerdings nicht zu erwarten. Fir die zufillig erzeugten
Kredithistorien werden die Verteilungen der VaR abgeleitet und auf Un-
terschiede der Lageparameter untersucht. Auf diese Weise stehen fiir
jede untersuchte Periodenldnge 200 Auswertungen zur Verfiigung.

In Tabelle 2 werden die Ergebnisse der Simulationsstudie dargestellt.
Untersuchungen erfolgen fiir die Periodenlédngen T =5, T =25, T =50,
T=75und T =100, T = 150. Die Ratingklassengrofe wird tiber alle Peri-
oden mit N, = 500 als konstant angenommen. Es wird jeweils der Anteil
der untersuchten Stichproben angegeben, bei dem die asymptotische Me-
thode zu einem signifikant hoheren oder geringeren beziehungsweise
nicht signifikant verschiedenen mittleren VaR im Vergleich zur Boots-
trap-Methode fihrt. Die Untersuchung erfolgt fiir verschiedene Vertrau-
ensniveaus des VaR,, mit a = 90%, 95%, 99% und 99,9%, wobei ins-
besondere das 99,9 %-Niveau fir die Bankenpraxis von Interesse ist. Der
Zweistichprobentest erfolgt zum 5 %-Niveau.

Es wird deutlich, dass der Anteil der Stichproben, bei denen keine sig-
nifikanten Unterschiede zwischen den Mittelwerten der VaR-Verteilun-
gen gemessen werden, wie erwartet, mit der Periodenldnge zunimmt (vgl.
Abbildung 4). Bei den hier untersuchten Periodenldngen fithren erstmals
fur T =50 die beiden Methoden nicht bei allen Stichproben zu signifi-
kanten Unterschieden. Wenn signifikante Unterschiede gemessen wur-
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Tabelle 2
Mittelwertvergleich der VaR-Verteilungen (N, = 500, Signifikanzniveau: 5 %)

Die asymptotische Methode fiihrt Anteil der Beobachtungen
im Vergleich zum Bootstrapping
zZUu ... VaRggo | VaRgs59, | VaRggo, |VaRgg 9o

signifikant groferen mittleren VaR 100 % 100 % 100 % 100%
T=5 signifikant kleineren mittleren VaR 0% 0% 0% 0%
keinen signifikanten Unterschieden 0% 0% 0% 0%

signifikant gréBeren mittleren VaR 100 % 100 % 100 % 100%
T =25 |signifikant kleineren mittleren VaR 0% 0% 0% 0%
keinen signifikanten Unterschieden 0% 0% 0% 0%

signifikant groferen mittleren VaR | 45,5% 61 % 73,% 78%
T =50 |signifikant kleineren mittleren VaR 0% 0% 0% 0%
keinen signifikanten Unterschieden | 54,5 % 39% 26,5 % 22%

signifikant groBeren mittleren VaR 22 % 25,5% 345% | 47,5%
T =15 |signifikant kleineren mittleren VaR 45% 2,5% 0,5% 0%
keinen signifikanten Unterschieden | 73,5 % 72 % 65% | 52,5%

signifikant groBeren mittleren VaR 4% 4,5% 13% | 23,5%
T =100 | signifikant kleineren mittleren VaR 10% 5,5% 3% 1,5%
keinen signifikanten Unterschieden | 87 % 87,5 % 80,5% 76,5 %

signifikant groBeren mittleren VaR 2% 3% 4% 6 %
T =150 | signifikant kleineren mittleren VaR | 10% 10 % 5% 4%
keinen signifikanten Unterschieden | 88% 87% 91% 90 %

den, waren die Mittelwerte der mit der asymptotischen Methode herge-
leiteten Verteilung fir T =5, T =25 und T = 50 stets groBer als die mit
Bootstrapping generierten Mittelwerte. Ab T =75 werden auch signifi-
kant kleinere Mittelwerte bei Verwendung der asymptotischen Methode
beobachtet. Der Anteil dieser Stichproben nimmt dabei mit der Peri-
odenlénge zu. Bis zu einer Periodenlinge von T = 100 kann festgestellt
werden, dass bei einem geringen Vertrauensniveau des VaR ein groBerer
Anteil der untersuchten Stichproben keine signifikanten Unterschiede
im Vergleich zu den VaR mit hohem Vertrauensniveau aufweist. Dieser
Unterschied ist jedoch bei T = 150 nicht mehr zu beobachten. Es ist da-
her zu vermuten, dass im hier dargestellten Fall ab dieser Periodenlidnge
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Abbildung 4: Anteil der Stichproben, bei denen keine signifikanten Unterschiede
der Mittelwerte der VaR-Verteilungen bei Verwendung der asymptotischen
Methode beziehungsweise Bootstrapping gemessen werden

die Ungleichheit zwischen den Verteilungen der VaR weniger durch die
Periodenlinge, sondern vielmehr durch die Ratingklassengrofle ver-
ursacht wird.2® Das legt den Schluss nahe, dass, je nachdem welches Ver-
trauensniveau des VaR betrachtet wird, zwischen 100 und 150 historische
Perioden zur Verfligung stehen miissen, um mit der asymptotischen Me-
thode dhnliche Ergebnisse zu erzielen wie mit dem Bootstrapping.

Es stellt sich die Frage, ob ein Zusammenhang zwischen der gewihlten
Kredithistorie und der Wahrscheinlichkeit besteht, dass mit der asymp-
totischen Methode ein groferer beziehungsweise kleinerer Mittelwert der
VaR-Verteilung beobachtet wird als bei Verwendung von Bootstrapping.
Abbildung 5 zeigt fir T =100 und VaRgyo, die Maximum-Likelihood-
Schitzer der zugrunde liegenden Ausgangsstichproben und die Ergeb-
nisse der Zweistichprobentests.?* Die Periodenlinge T = 100 sowie das
Niveau des VaRggo, wird gewihlt, da hier fir die drei Fille, dass mit der
asymptotischen Methode grofere, kleinere beziehungsweise gleiche Mit-
telwerte gemessen werden, Beobachtungen vorliegen. Die Abbildung
deutet darauf hin, dass in den Féllen, in denen mit der asymptotischen
Methode signifikant groBere Mittelwerte der VaR-Verteilung gemessen
werden, in der Ausgangsstichprobe tendenziell eher geringe Korrelatio-

23 Hier wurde nur die Anzahl der historisch verfiigbaren Perioden als Quelle fiir
die Schétzunsicherheit untersucht. Allerdings resultiert Schitzunsicherheit auch
aus der GroBe des Portfolios. Es ist daher zu erwarten, dass bei der Betrachtung
groBerer Portfolios auch in mehr als 90 % der Beobachtungen keine signifikanten
Unterschiede gemessen werden konnen.

24 Fiir die Abbildung wurden zu den 200 Stichproben von Tabelle 2 zusatzlich
350 Stichproben ausgewertet.
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Abbildung 5: Ergebnisse der Zweistichprobentests
in Abhdngigkeit von zugrunde liegenden Parameterpaaren
verschiedener Ausgangsstichproben (VaRgp«,, T = 100)

nen vorliegen. Werden mit Bootstrapping hingegen groéBere Mittelwerte
der VaR-Verteilung beobachtet, liegen in der Ausgangsstichprobe tenden-
ziell Beobachtungen mit hoher Korrelation vor.

Das Merkmal Korrelation konnte damit geeignet sein, um eine Abgren-
zung zwischen den beiden Gruppen vorzunehmen, bei denen signifikant
unterschiedliche Mittelwerte der VaR-Verteilungen beobachtet werden.
Mit einer multivariaten Diskriminanzanalyse wird im Folgenden kurz
untersucht, inwiefern eine Abgrenzung beider Gruppen, basierend auf
den beiden Merkmalen Ausfallwahrscheinlichkeit und Korrelation,
moglich ist. Abbildung 6 zeigt die beiden Gruppen. Die eingezeichnete
Trennlinie beschreibt die Merkmalspaare, fiir welche die Diskriminanz-
funktion den Wert Null annimmt. Die mittleren Werte der Diskriminanz-
funktionen (Wilks-Lambda) sind fiir beide Parameter zwischen beiden
Gruppen hochsignifikant verschieden (Signifikanzniveau < 1%). Dabei
weist die Ausfallkorrelation mit Dxgrre1 = 0,67 eine deutlich hoéhere iso-
lierte Diskriminanz auf als die Ausfallwahrscheinlichkeit mit Dpp = 0,22.
Beide Merkmale weisen zusammen eine Diskriminanz in Ho6he von
Dges = 0,72 auf.

Eine Auswertung fiir T =75 und VaRggo, fihrt zu &hnlichen Ergeb-
nissen. Auch hier weisen die mittleren Werte der Diskriminanzfunktio-
nen beider Gruppen fiir beide Merkmale hochsignifikante Unterschiede
auf. Die gemeinsame als auch die isolierten Diskriminanz(en) sind mit
Dxorret = 0,49 Dpp = 0,05 und Dges = 0,49 allerdings geringer als fir
T =100. Es wird jedoch deutlich, dass eine Abgrenzung vorrangig an-
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Abbildung 6: Abgrenzung der Ausgangsstichproben,
die zu signifikant verschiedenen Mittelwerten
der VaR-Verteilung fithren (T = 100, VaRgg9,).

hand der Ausfallkorrelation in der Ausgangsstichprobe erfolgen kann.
Dieses Ergebnis tiberrascht nicht, da Hose (2007) darauf hinweist, dass
vor allem hinsichtlich der Korrelation die asymptotische Konfidenzregion
bei kurzen Datenhistorien ungeeignet ist.?®> Das heiBt, dass Unterschiede
bei der Risikobewertung zwischen den beiden hier betrachteten Metho-
den eher auf jenen der beiden Risikoparameter zuriickzufiithren sind, fiir
den die Schatzunsicherheit mit der asymptotischen Methode schlechter
abgebildet werden kann. Die Ursache hierfiir ist vermutlich darin zu se-
hen, dass bei kurzen Datenhistorien insbesondere die Normalverteilungs-
annahme des Schétzers fiir die Korrelation verletzt wird. Damit ist zu er-
warten, dass bei hinreichend langen historischen Zeitrdumen mogliche
signifikante Unterschiede zwischen beiden Methoden zunehmend zufil-
liger Natur sind und durch die Ratingklassengréfe verursacht werden.

VI. Fazit

Die Beriicksichtigung von Schétzunsicherheit stellt ein wichtiges Ele-
ment bei der Risikobewertung dar. Bleibt diese Risikoquelle unberiick-
sichtigt, werden Risiken und damit Eigenkapitalanforderungen falsch
eingeschatzt. Zur Bewertung dieses Metarisikos werden in der Literatur
asymptotische Konfidenzregionen diskutiert. Der Vorteil dieser Regionen
ist darin zu sehen, dass sie verh&dltnismifBig einfach berechnet werden
konnen. Gegen die Verwendung dieser Regionen koénnte jedoch sprechen,

25 Vgl. Hose (2007), S. 160 ff.
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dass sie Annahmen hinsichtlich der Verteilung der Maximum-Likeli-
hood-Schitzer treffen, die nur asymptotisch erfiillt werden. Besonders
hinsichtlich der Anzahl historisch verfiigbarer Perioden stellt sich aber
die Frage, ob in der Praxis geniigend Beobachtungen fiir die Schitzung
zur Verfiigung gestellt werden konnen.

Hier wurde festgestellt, dass in Abhéingigkeit vom gewiahlten Vertrau-
ensniveau des VaR die Vergleichbarkeit fiir unterschiedliche Perioden-
langen erreicht wird. Als Fazit kann jedoch festgehalten werden, dass
fir die hier untersuchte Wald-Konfidenzregion mindestens 100 bis 150
historische Perioden zur Verfiigung stehen miissen, damit beide Verfah-
ren zu vergleichbaren Ergebnissen fiithren. In der Praxis konnte die Be-
reitstellung einer solchen Datenhistorie allerdings problematisch sein.
Selbst wenn die Daten monatsweise ausgewertet werden wiirden, miss-
ten die Ausfallzahlen der vergangenen zehn Jahre in die Schitzung ein-
flieBen. Erfolgen Schatzungen auf Jahresbasis, miisste die Kredithistorie
eines Jahrhunderts zur Verfiigung stehen. Weiter wurde festgestellt, dass
bei kurzen Kredithistorien mit der asymptotischen Methode eher héhere
Mittelwerte der VaR-Verteilungen ermittelt werden als mit Bootstrap-
ping. Dies konnte ein Indiz dafiir sein, dass mit der asymptotischen Me-
thode das Kreditrisiko tendenziell eher tiberschétzt wird. Hier besteht je-
doch noch Forschungsbedarf, da bei der Bewertung eines VaR und damit
des 6konomischen Eigenkapitalbedarfs nicht der Mittelwert, sondern ein
Quantilswert der VaR-Verteilung ausschlaggebend ist.

Die Ergebnisse der Untersuchung deuten weiter darauf hin, dass die
unterschiedlichen Risikoeinschétzungen im hier verwendeten Modellrah-
men vor allem aus der Bewertung der Korrelation resultieren. Ob dieser
Zusammenhang auch bei anderen asymptotischen Konfidenzregionen be-
obachtet werden kann, wurde hier nicht untersucht. Insbesondere wire
fir das hier zugrunde liegende Modell zu untersuchen, wie ein Vergleich
der von Hose vorgeschlagenen, auf dem Likelihood-Verhiltnis beruhen-
den, Konfidenzregion und Bootstrapping ausfallt. Moglicherweise fithren
diese Methoden schon bei kiirzeren Kredithistorien zu vergleichbaren Er-
gebnissen. Da die LV-Region die Konfidenzintervalle der beiden Parame-
ter jedoch sehr konservativ schétzt, ist zu vermuten, dass die Vergleich-
barkeit hiervon beeintrichtigt wird. Auf Grundlage der hier erzielten Er-
gebnisse ist zu vermuten, dass unterschiedliche Risikoeinschatzungen
verstarkt auf das Merkmal zurtickzufiihren sind, fiir welches die asymp-
totische Konfidenzregion eine schlechtere Abdeckwahrscheinlichkeit er-
reicht.
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Die Untersuchung erfolgte hier fiir eine Ratingklasse auf Grundlage ei-
nes Beta-Binomial-Modells. Ob &hnliche Ergebnisse auch bei anderen
Kreditrisikomodellen beobachtet werden konnen, wére zu tiberpriifen.
Insbesondere ist zu untersuchen, welchen Einfluss Schitzunsicherheit
auf die Bewertung des Kreditrisikos in grofen Portfolios mit mehreren
Ratingklassen aufweist. Auch hier konnte das parametrische Bootstrap-
ping eine geeignete Methode zur Bewertung von Schéitzunsicherheit sein.
Bei der Erzeugung der Bootstrappstichproben sind in diesem Fall jedoch
Abhéngigkeiten zwischen den Ausfallwahrscheinlichkeiten der Rating-
klassen zu beriicksichtigen. Fiir die hier erfolgte Untersuchung wiére
auch von Interesse, ob und, wenn ja, wie stark die Vergleichbarkeit von
der Anzahl der Debitoren in den historischen Perioden abhingt.

Anhang 1: Herleitung des Zusammenhangs in Gleichung (7)

Im Beta-Binomial-Modell werden die stochastischen Ausfallwahr-
scheinlichkeiten durch eine Betaverteilung beschrieben. Die erwartete
Ausfallwahrscheinlichkeit p entspricht damit dem Erwartungswert der
Betaverteilung:2%

a
a+p’

(14) p=

Die Varianz der Betaverteilung o? bestimmt die Kovarianz der Ausfall-
variablen zweier Kreditnehmer.>” Damit kann diese durch:

ap

m beschrieben werden.

(15) o* = Cov(Hy;, Hy) =

Die fiir alle Kreditnehmer paarweise als identisch angenommene Aus-
fallkorrelation o ist:?®

Cov(H,;, Hy, 2
(16) o= —itutly) o

\/ Var(Hy) Var(Hy) p(1-p)’

Durch Einsetzen von (14) und (15) in (16) und Vereinfachen wird die

Ausfallkorrelation berechnet:

26 Vgl. zur Definition der Momente der Betaverteilung Vose (2005), S. 103 f£.
27 Vgl. Joe (1997), S. 211.
28 Vgl. beispielsweise Martin/Reitz/Wehn (2006), S. 124.
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ap afy
) e=—2 _(@tpilatp+l)  (atp)letp+l) 1
kip(lfp)i L(17 o ) n a2+aﬂ7a2 7(a+ﬁ+1)'
a+p a+p W

Umstellen von (14) und (17) liefert:

(18) ﬁ:57(1.

1
(19) a= -1

Einsetzen von (18) in (19):

(20) ol @ o, pl-0
o p 0
Einsetzen von (20) in (18) fithrt zu:
(21) gt _,_Pl-0 pl-o (-pl-o
p po 0 0

Anhang 2: Herleitung der Verteilungen der VaR

Im Folgenden wird beschrieben, wie die Verteilungen der VaR des Kre-
ditrisikos mittels Monte-Carlo-Simulation abgeleitet werden kénnen. Zu-
nichst wird die Vorgehensweise bei der Verwendung asymptotischer
Konfidenzregionen beschrieben.

Der asymptotischen Konfidenzregion liegt im oben beschriebenen Mo-
dell eine y3, ,-Verteilung mit zwei Freiheitsgraden zugrunde. Das Ver-
trauensniveau ist mit 1 — q bezeichnet, wobei 0 < g < 1. Bei einem gegebe-
nen Vertrauensniveau konnen somit alle Wertepaare (p,p) der die Kon-
fidenzregion abgrenzenden Ellipse bestimmt werden. Alle Wertepaare, die
auf einer solchen Ellipse liegen, weisen dieselbe Wahrscheinlichkeit dafiir
auf, dass sie das tatsiachliche, aber unbekannte Parameterpaar abbilden.

(Schritt AS_1) Im Rahmen der Monte-Carlo-Simulation wird zunéchst
aus einer Gleichverteilung zufillig ein Wert fiir ¢ gezogen. Mit diesem
wird das Quantil der Chiquadratverteilung an der Stelle 1 — g bestimmt.
Ist dieser Quantilswert gegeben, kann sowohl der maximal als auch der

Kredit und Kapital 4/2010



Berticksichtigung von Schitzunsicherheit bei der Kreditrisikobewertung 581

minimal mogliche Wert fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit p abgeleitet
werden. Diese Werte entsprechen den beiden Schnittpunkten der durch g
definierten Ellipse mit ihrer Hauptachse. Die Ober- und Untergrenze fir
p wird wie folgt berechnet:

Aus Gleichung (11) ist bekannt:

(22) T((BH,6%) — (p.0))I(p,0)r (BHE.63E) — (p.0))'< 21_qr

wobei die rechte Seite von (22) mit dem zufillig gezogenen q berechnet
werden kann. Beidseitige Division durch T und Vereinfachen fiihrt zu:

—

_ i L L\ (¥ -p\ .
23 ML ML ( 1 2) < ~T < ,—q
(23) (pT pbor Q) I L) \gM—o)= T °

durch Ausmultiplizieren folgt:

R _ _ i _ _ Yoa
(24) (BF" ~p)(BF" ~p)h + @4 — o)L + @} — ) (B ~ )L+ (@F" — o)li] < T
Da hier die Ellipse betrachtet werden soll, fiir welche die obige Bedin-
gung gerade noch gilt, kann der linke Ausdruck von Ungleichung (24)
gleich dem rechten Ausdruck gesetzt werden. Nach Substitution von
pYL — p = p® und oYL — o = 0 kann (24) vereinfacht werden:

(25) (psub)zll +psub9sub(13 _,’_12) + (qub)214 _ —0.
Die Losungen fir (25) lauten:
(26) sub _ psub(13 + Iz) psub(l3 + IZ) 2_ (psub)zll + X%.l*q
Q2 = 21, 21, I TI,

Da an den beiden Schnittpunkten der Hauptachse mit der Ellipse der
Ausfallkorrelation nur genau ein Wert zugeordnet werden kann, muss
der Ausdruck unter der Wurzel in (26) den Wert Null annehmen:

@mm+my_wm%+ﬁm

2
(27) 214 I, TI,

=0.

Umstellen nach p*" liefert:

_4X§.1— qI4

28 sub _ ,
(28) P T + L) — 4L 1)
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mit pL — p = p** folgt:

_4X%,1— qI4

29 in max = PR £ | ———
(29) Prin, pr T[(13+IZ)2 “an)

Mit Gleichung (29) kann somit das Intervall fiir die Ausfallwahrschein-
lichkeit bei gegebenem Vertrauensniveau bestimmt werden. Dabei ist zu
beachten, dass im Modell 0 < p < 1 gilt. Damit ergibt sich das Intervall
der Ausfallwahrscheinlichkeit in Abhingigkeit von g als:

4751 qls 4751 qla
30) |Max|0+4¢&pMt — | —— " t—— | Min|1—&pM + | — T F—— ||,
( { ( r T[(I; + L) — 4L, 1] T T((Is +1,)* — 4L, 1]

wobei ¢ — 0.

(Schritt AS_2) Da sdmtliche Wertepaare auf der Ellipse dieselbe Wahr-
scheinlichkeit dafiir aufweisen, dem tatsidchlichen Wertepaar zu entspre-
chen, kann fir die Ausfallwahrscheinlichkeit eine Gleichverteilung im
Intervall (30) angenommen werden. Damit kann im Rahmen der Monte-
Carlo-Simulation fiir jedes zufillig ermittelte q ein zufalliger Wert fir
die Ausfallwahrscheinlichkeit p,, ., bestimmt werden.

(Schritt AS_3) Einer =zufallig gezogenen Ausfallwahrscheinlichkeit
Dzufn KONNen maximal zwei Austfallkorrelationen zugeordnet werden, da-
mit Gleichung (22) erfiillt werden kann:

OF" — Prugar) I3 + I2)
OQzufali 12 = — 21,

- 2 ~
+ J ((pll\‘dL _pZufall)(I3 + IZ)) _ (p¥L - pZufall)211 T X%.l—q

(31)

214 I, TI, -~

Auch hier gilt, dass die beiden moglichen Wertepaare dieselbe Wahr-
scheinlichkeit dafiir aufweisen, dass sie das tatsidchliche Wertepaar ab-
bilden. In der Monte-Carlo-Simulation kann damit eines der beiden
Paare zufillig ausgewahlt werden, wobei jedes Paar mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 50 % gezogen wird.

Da in der hier zugrunde liegenden Konfidenzregion theoretisch auch
Werte moglich sind, die auBerhalb des Definitionsbereichs der Ausfall-
korrelation liegen, werden noch folgende Annahmen getroffen:

e Liegt nur eine der beiden moglichen Ausfallkorrelationen bei gegebe-
nen py,., im Definitionsbereich, dann wird dieser Wert als ¢, ge-
wahlt.
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e Liegen beide moglichen Werte auBlerhalb des Definitionsbereichs, wird
in der Simulation zuriick zu Schritt AS_1 gegangen.

(Schritt AS_4) Mit dem zuféllig ermittelten Wertepaar (p ,uu, 0zupan)
kann die Risikoverteilung aus Gleichung (5) parametrisiert und der VaR
abgeleitet werden. Dieser wird gespeichert.

Nachdem beschrieben wurde, wie aus der asymptotischen Konfidenz-
region mittels Monte-Carlo-Simulation ein zufélliger Wert fiir den VaR
ermittelt wird, erfolgt im Folgenden eine Erlduterung der Vorgehens-
weise bei der Ableitung eines zufélligen Wertes fiir den Value at Risk,
wenn die Konfidenzregion mittels Bootstrapping bestimmt wird.

(Schritt AS_5) Zur Bestimmung von zufélligen VaR auf Grundlage der
mit Bootstrapping ermittelten Konfidenzregion werden die Schritte (S1)
bis (S3) aus Kapitel 3 durchgefiihrt. Gleichung (5) wird mit dem in (S3)
geschatzten Parameterpaar parametrisiert, der zugehotrige VaR bestimmt
und gespeichert.

(Schritt AS_6) X-maliges Wiederholen der Schritte (AS_1) bis (AS_5).

(Schritt AS_7) Ableitung der empirischen Verteilungen der VaR.
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Zusammenfassung

Beriicksichtigung von Schitzunsicherheit bei der Kreditrisikobewertung

Vergleich des Value at Risk der Verlustverteilung des Kreditrisikos bei
Verwendung von Bootstrapping und einem asymptotischen Ansatz

Bei der Kreditrisikobewertung miissen die Parameter Ausfallwahrscheinlichkeit
und -korrelation geschétzt werden. Diese Schitzung erfolgt unter Unsicherheit. In
der Literatur werden asymptotische Konfidenzregionen diskutiert, um diese Un-
sicherheit bei der simultanen Schitzung beider Parameter zu bewerten. Diese Re-
gionen setzen allerdings eine sehr lange Datenhistorie fiir eine genaue Bewertung
voraus. Als Alternative bietet sich bei kurzen Datenhistorien Bootstrapping an.
Diese Methode ist allerdings deutlich rechenintensiver. Im vorliegenden Beitrag
wird untersucht, ab welcher Anzahl historisch verfiigharer Perioden Boots-
trapping und eine Wald-Konfidenzregion zu einer vergleichbaren Bewertung des
Kreditrisikos gelangen. Die hier genutzten Methoden fiihren zu #hnlichen Er-
gebnissen, wenn iiber 100 historische Perioden zur Verfiigung stehen. (JEL C15,
D81, G11)
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Summary

Taking Account of Estimation Uncertainty in Credit Risk Assessment

Value-at-Risk Comparison Using Bootstrapping and an Asymptotic Approach

Credit risk assessment requires both probability of default and correlation to be
estimated. However, such estimation is subject to uncertainty. In order to assess
the uncertainty affecting the simultaneous estimation of both parameters, the dis-
cussion in literature focuses on the use of asymptotic confidence regions. However,
such regions need a very long credit history to allow such assessment to be exact.
Bootstrapping represents an alternative method where the data history is short.
But this method gives rise to noticeably more intense calculation work. The pre-
sent article examines the minimum number of periods that must be available in
order that bootstrapping and a Wald confidence region permit a comparable as-
sessment of the credit risk. The methods applied here generate similar results
where more than 100 historical periods are available.
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