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Vorwort

Hiermit lege ich die Referate der Herren Giilicher, Scheele und
Vosgerau der Offentlichkeit vor. Sie waren Gegenstand der Diskussio-
nen des Theoretischen Ausschusses des Vereins fiir Socialpolitik auf
seinen Sitzungen im ,Haus Erbachshof“ bei Wiirzburg am 17./18. 10. 1963
und in ,Haus Ahlenberg“ bei Dortmund am 1.—3.5.1964. Ein Teil
der Diskussionsergebnisse ist von den Autoren gleich bei der endgiil-
tigen Fassung berticksichtigt worden. Ein wichtiger Diskussionsbeitrag
von Winfried Vogt, der die Arbeiten von H.J.Vosgerau erweitert,
wurde ebenfalls in diese Schrift aufgenommen.

W. Krelle
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Multiplikator und gleichgewichtige Wachstumsrate
bei Disaggregation des Einkommens

Von Erwin Scheele (Karlsruhe)

Im vorliegenden Beitrag werden die Fragen der Multiplikatortheorie
und der Theorie des gleichgewichtigen Wachstums untersucht mit Hilfe
eines Modells, in dem das Volkseinkommen in verschiedene Einkom-
menskategorien aufgespalten ist. Die Untersuchung fiihrt unter den
Annahmen des verwendeten Modells zu folgenden Ergebnissen:

(a) Neben dem Einkommens- und dem Kapazitdtseffekt der Investi-
tionen existiert ein dritter, der Umverteilungseffekt. Er bewirkt, dafl
das Volkseinkommen sich auch dann andern kann, wenn die Investi-
tionen konstant sind. Daher ist der Einkommenszuwachs, der von einer
gegebenen Zunahme der Investitionen (oder anderer autonomer Aus-
gaben) induziert wird, in der Regel ein anderer als von der iiblichen
Multiplikatorformel angegeben.

(b) Der Umverteilungseffekt der Investitionen dndert auch die Be-
dingung fiir das gleichgewichtige Wachstum. Nicht nur die Angebots-
seite (der Output-Zuwachs), sondern auch die Nachfrageseite (der Ein-
kommenszuwachs) wird von den technischen Bedingungen der Pro-
duktion mitbestimmt. Uberdies existiert unter der Voraussetzung der
langfristigen Konstanz des Kapitalkoeffizienten keine bestimmte gleich-
gewichtige Wachstumsrate der Investitionen, wenn nicht die Konstanz
einer ganz bestimmten Einkommensverteilung gefordert wird. Die
Bedingung fiir das dynamische Gleichgewicht ist dann lediglich die,
daBl die Wachstumsrate des Kapitalstocks konstant ist.

(c) Wenn die Bestimmungsfaktoren des Kapitalkoeffizienten in die
Betrachtung einbezogen werden, erfordert das dynamische Gleich-
gewicht eine bestimmte Wachstumsrate des Kapitalstocks. Infolge der
Bedingung, daf§ diese konstant sein mu8, existiert auch eine bestimmte
gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen. Diese ist mit der
natiirlichen Wachstumsrate identisch.

1. Im Folgenden ist zunichst das Beziehungssystem aufzustellen, das
die Grundlage fiir die obigen Thesen darstellt. Da auch Fragen der
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einfachen Wachstumstheorie zur Erorterung stehen, werden — soweit
sie nicht die spezifische Eigenart des verwendeten Modells beriihren —
bei der Aufstellung die Annahmen iibernommen, die in der Theorie
des gleichgewichtigen Wachstums {iblich sind. Diese Annahmen sind:

(a) Der vorhandene Kapitalstock ist voll beschiftigt. Nur unter dieser
Voraussetzung ist der Kapazititseffekt der Investitionen fiir das
Wachstum relevant.

(b) Der marginale Kapitalkoeffizient ist gegeben.

(c) Die Produktionsstruktur ist unverindert, ebenso das technische
Wissen. (Die letztere Annahme wird in Abschnitt IV aufgehoben,
wo der neutrale technische Fortschritt beriicksichtigt wird.)

(d) Es wird eine geschlossene Volkswirtschaft ohne staatliche Einnah-
men und Ausgaben zugrundegelegt.

Alle Variablen bis auf den Gesamt-Output und die Faktor-Einsétze
sind Nominalgr6B8en!. Der Einfachheit halber wird vom Netto-Volks-
einkommen ausgegangen. Da im Folgenden Fragen der Multiplikator-
und Wachstumstheorie zur Erdrterung stehen, wird das Modell von
vornherein in AnderungsgréBen formuliert.

2. Das (Netto-)Volkseinkommen wird aufgespalten in die Kategorien
Lohne (L), Zinseinkommen oder fixed claims (Z) und Gewinne (G). Die
Konsumausgaben setzen sich daher aus dem Konsum dieser drei Grup-
pen von Einkommensbeziehern zusammen. Wenn einfache (linear-

1 Insbesondere Konjunktur- und Wachstumsmodelle werden zweckmafBiger-
weise in Geld- statt in RealgroSen formuliert, da die Konsequenzen einer
Abweichung vom Gleichgewichtspfad in erster Linie auf dem monetdren oder
nominellen Sektor auftreten. Auch sind ,reale Ersparnisse“, ,realer Zinssatz*
etc. unzweckmifBige Fiktionen, die exakt doch nur interpretierbar sind als
die entsprechenden nominellen Groen dividiert durch das Preisniveau.

Die Wachstumsmodelle von Domar und Harrod sind zweckméBigerweise
ebenfalls in Nominalgré8en zu interpretieren; was ja schon dadurch nahe-
gelegt wird, daB dort das Gleichgewicht als Konstanz des Preisniveaus zu
verstehen ist. Dal das Preisniveau dort nicht explizit auftritt, liegt daran,
daB eine Indexbetrachtung eingefiihrt, also das Preisniveau im Ausgangs-
zustand gleich Eins gesetzt wird. Wenn in den Modellen von Harrod und
Domar I, S, E etc. als GeldgroBen aufgefaBt werden, kommt die Vereinfachung
P, =1 bei Domar darin zum Ausdruck, daB dieser den potentiellen Output
gleich Io setzt, obwohl es bei der technisch bestimmten Relation ¢ auf den
Sachkapitalzuwachs und nicht auf die Investitionsausgaben ankommt. Bei
Harrod zeigt sich die erdrterte Vereinfachung darin, daB dieser analog zu
Domar einmal die fiir einen gegebenen Output-Zuwachs erforderlichen
Investitionsausgaben bestimmt, andererseits aber die Ersparnisse als Bruch-
teil des Outputs (R) schreibt; damit ist ebenfalls impliziert, da in E=R:P
das Preisniveau P =1 gesetzt ist. Vgl. dazu auch A. Ott, Uber die Gleich-
gewichtsbedingungen in einer wachsenden Wirtschaft, Jahrbiicher fiir Natio-
nalékonomie und Statistik, Band 173/1961, S. 236.



Multiplikator und gleichgewichtige Wachstumsrate 11

homogene) Konsumfunktionen angenommen werden, lautet die Bedin-
gung fiir das Gleichgewicht des Einkommenskreislaufs? daher

) dE = ¢ dL + ¢; dZ + cg dG + dI,

wobei I die (Netto-)Investitionsausgaben sind. — Wenn die Anderung
des Einkommens festgestellt werden soll, sind offenbar weitere Bezie-
hungen zur Bestimmung von dL, dZ und dG erforderlich. Die Gewinne
sind die Differenz zwischen den aggregierten Erlésen, also dem Volks-
einkommen, und den Faktoreinkommen Lohn und Zins; daher

2) dG =dE — dL — dZ.

Das Lohneinkommen ist definiert als Produkt aus Beschiftigung (A)
und Lohnniveau (I). Das Lohnniveau wird zunichst als konstant be-
trachtet3. Die Anderung des Lohneinkommens ist daher

3 dL =1-dA

Die Investitionen sind der Wert des Sachkapitalzugangs. Daher gilt

1
4) dK = P

wobei P das Preisniveaut und dK die VergroBerung des Kapitalstocks
bedeuten. Die Anderung des Zinseinkommens ergibt sich als Produkt
aus Zinssatz und Investitionen:

5 dZ =il

Die Anderung des Zinseinkommens enthilt also nicht nur den Zu-
wachs der tatsdchlich gezahlten, sondern die Zunahme der gesamten
kalkulatorischen Zinsen. Das Zinsniveau soll — wiederum in Uber-

2 Die Beziehung (1) ist der Gleichgewichts-Bedingung dI = dS &quivalent,
wenn die Anderungen der Konsum- und Investitionsausgaben geplante
GroBen sind (was der Fall ist). Sie ist stets erfiillt, wenn die Produktions- und
Konsumpléne keine lags enthalten.

3 Diese Annahme wird spiater aufgehoben. Da der technische Forschritt
zunichst ausgeklammert wird, ist die Annahme der Konstanz des Lohnniveaus
vorlédufig erforderlich, um die Harrod/Domarsche Annahme der Konstanz des
marginalen Kapitalkoeffizienten plausibel zu machen. Andernfalls wiirde
eine Anderung des Faktorpreis-Verhiltnisses auch gesamtwirtschaftlich zu
einem SubstitutionsprozeB fiihren, in dem sich der marginale Kapitalkoef-
fizient wahrscheinlich dndern wiirde. Die Annahme der Konstanz des Lohn-
hiveaus impliziert natiirlich die weitere Voraussetzung, daB das Arbeits-
angebot fiir das Wachstum des Kapitalstocks bei gegebenem marginalen
Kapital/Arbeit-Verhéltnis stets ausreichend ist, ohne daBl eine eventuelle
Unterbeschédftigung der vorhandenen Arbeitskrifte auf das Lohnniveau
driickt. — Diese Annahmen sind auch in der Harrod/Domarschen Wachstums-
theorie impliziert, die hier ja zur Erorterung steht.

4 Es wird der Einfachheit halber fiir Konsum- und Investitionsgiiter nur
ein Preisniveau verwendet.
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einstimmung mit den Annahmen Harrods und Domars — konstant
gesetzt werden.

Zu bestimmen bleibt der Zuwachs der Beschiftigung. Er wird zu-
nidchst mit dem Faktor 1 proportional zum Zuwachs des Kapitalstocks
angenommen?:

()] dA =1dK

Die Voraussetzungen der Konstanz von 1 und der Vollbeschiftigung
des Kapitalstocks implizieren, da die Produktion nur dann steigen
kann, wenn der Kapitalstock wachst. Die Zunahme der Investitionen
wird nicht durch eine Funktion festgelegt, da ja im Folgenden das
Modell auf die Theorie des gleichgewichtigen — im Unterschied zum
tatséchlichen — Wachstums der Investitionen angewandt werden soll.

3. Aus den Beziehungen (1) bis (6) ergibt sich fiir die Anderung der
Ersparnisse

(11) ds = (1 - CG) dE — (CL - CG)}'% + (CZ - CG)i

Die Anderung der Ersparnisse hingt also nicht mehr wie im iiblichen
Multiplikatormodell allein von der Anderung des Volkseinkommens
ab, sondern auch von der Hohe der laufenden Investitionen; bei gege-
benem Zuwachs des Volkseinkommens ist die Zunahme der Gesamt-
ersparnisse verschieden, je nachdem wie hoch die laufenden Investi-
tionen sind.

Die Erklirung liegt darin, daB die Anderung des Faktoreinkommens
— und daher der Ersparnisse aus Lohn- und Zinseinkommen — von
der Zunahme des Kapitalstocks abhingt und nur die Anderung des
Gewinns und damit der Ersparnisse aus Gewinn von der Anderung der
monetdren Nachfrage bestimmt wird. Die laufenden Investitionsaus-
gaben bewirken eine bestimmte Vergréferung des Sachkapitalbestan-
des (dK),die gemif (6) mit zusitzlicher Beschiftigung kombiniert wird®
und gemil (3) bis (5) zu einer Zunahme der Faktoreinkommen fiihrt.

5 Auch diese Annahme wird spiter aufgehoben. Bei Fehlen von technischem
Fortschritt ist sie jedoch zunéchst erforderlich, um die Harrod/Domar-Annahme
der Konstanz des Kapitalkoeffizienten plausibel zu machen. Bei einer Ande-
rung von 4, also einer Verschiebung des Arbeit/Kapital-Verhiltnisses, wiirde
sich der Kapitalkoeffizient wahrscheinlich @ndern. Andererseits ist es bei
unveridnderter Produktionsstruktur, gegebenem technischen Wissen und kon-
stanter Arbeitsintensitdt wahrscheinlich, daB Output und Kapitaleinsatz
proportional variieren. — Es ist klar, daB die Annahme der Konstanz von 1
die frithere Annahme der Konstanz des Lohnniveaus erfordert.

8 Diese Voraussetzung ist zuldssig, denn die Investitionen werden ja vor-
genommen mit der Absicht, die neuen Produktionsanlagen in der laufenden
Periode in Betrieb zu nehmen. Ob sie in Betrieb bleiben und ob dafiir andere
Produktionsanlagen ausscheiden, entscheidet sich erst im Wettbewerb auf
dem Giitermarkt, also nachdem die in der laufenden Periode fertlggestellten
Anlagen in Betrleb genommen worden sind.
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Die Faktoreinkommen und daher die Ersparnisse aus den letzteren
steigen also ganz unabhidngig von einer Erhohung des Volkseinkom-
mens in Abhéngigkeit von den laufenden Investitionen.

Die Zunahme der Gewinne hidngt von der Zunahme der monetiren
Nachfrage ab. Wie erldutert, ist eine Erhohung des Faktoreinkommens
an eine VergrofSerung des Kapitalstocks gebunden und in ihrer Héhe
von der letzteren bestimmt. Jede Zunahme der monetdren Nachfrage
muB daher zunichst zu Gewinn werden. Daher tritt die Anderung des
Volkseinkommens in der Beziehung (11) zusammen mit der marginalen
Konsumneigung aus Gewinn auf. Die marginale Sparquote im tiiblichen

Sinne (32) ist die aus Gewinn; sie ist jetzt eine partielle Ableitung.

Das laufende Faktoreinkommen steigt also ganz unabhéngig von
einer Zunahme der monetdren Nachfrage mit dem Wachstum des Ka-
pitalstocks. Natiirlich rechnen die Unternehmer, die das neue Faktor-
einkommen schaffen, mit einer Zunahme der Erlése — also mit einer
Steigerung der gesamten monetdren Nachfrage —, die die Erhéhung
der Faktoreinkommen rechtfertigt. Treffen die Erwartungen nicht ein,
so werden die Unternehmer reagieren, also z.B. den beschiftigten
Kapitalstock reduzieren und/oder einen Druck auf die Lohnsétze aus-
lben oder ihre Investitionspldne revidieren. Sehen die Unternehmer
die Erwartungen iibertroffen, so werden sie das Investitionstempo be-
schleunigen und die Lohnsétze hochtreiben. Wenn also auch die augen-
blickliche Situation im weiteren Sinne kein Gleichgewicht’ darzustellen
braucht, so bleibt es doch dabei, daB} die Zunahme des Faktoreinkom-
mens allein vom Zuwachs des Kapitalstocks, also von den laufenden
Investitionen, abhingt, denn eine Anderung der Investitionsausgaben
wirkt sich nicht unmittelbar auf die Entwicklung des Faktoreinkom-
mens aus. Im ibrigen sind die Konsequenzen einer Abweichung zwi-
schen der erwarteten Zunahme des Volkseinkommens (die der Anla8
zu den Investitionen und der Schaffung neuen Faktoreinkommens war)
und der tatsdchlichen Entwicklung des Volkseinkommens in der Theorie
des gleichgewichtigen Wachstums, nicht in der Multiplikatortheorie, zu
untersuchen.

Die Zunahme des Faktoreinkommens hidngt also vom Zuwachs des
Kapitalstocks ab, die Zunahme des Gewinns von der Erhéhung der
monetiren Nachfrage. Daher wird in (11) die Anderung der Erspar-
nisse von den Investitionen und der Anderung des Volkseinkommens
bestimmt. Die Lage der Sparfunktion im iiblichen Sinne ist verschieden
je nach der Grofe des Kapitalstocks. Die Bedeutung dieser Konsequenz
der Disaggregation des Volkseinkommens fiir die Theorie des Multi-

7 Das Gleichgewicht des Einkommenskreislaufs besteht in jedem Augen-
blick da das Modell mit dem ,instantaneous multiplier* arbeitet.
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plikators und des gleichgewichtigen Wachstums soll im Folgenden
untersucht werden.

I

Es ist die erste These des vorliegenden Beitrages, daB die iibliche
Multiplikatortheorie — selbst wenn die zugrundeliegende Gleichge-
wichtsbedingung (Erfiillung des gewiinschten Verhiltnisses zwischen
Ersparnissen und Volkseinkommen) als ausreichend akzeptiert wird —
unvollstindig ist, sobald das Volkseinkommen in die funktionalen
Einkommenskategorien disaggregiert wird. Der Grund liegt darin, daf3
— wie oben abgeleitet — die Beziehung zwischen den Anderungen der
Ersparnisse und des Volkseinkommens, die marginale Sparquote, nicht
unabhéngig ist von der Hohe der Investitionsausgaben selbst oder —
genauer gesagt — von der Wachstumsrate der Investitionen.

1. Aus den Gleichungen (1) bis (6) ergibt sich die Anderung des
Volkseinkommens als

1 :
(cL — Cg)}, 'ﬁ +(Cz —CG)l 41

dE = I )
12) rp—— e

Es zeigt sich also, dafl der Einkommenszuwachs nicht wie in der iib-
lichen Multiplikatortheorie gleich den zuséitzlichen Investitionen divi-
diert durch die aggregierte marginale Sparquote ist. Seine GréBe hingt
auch von der Hohe der laufenden Investitionsausgaben ab. Es tritt
ein zweiter Multiplikand auf, und als Multiplikator fungiert die Rezi-
proke der Sparneigung der Gewinnbezieher. Der Einkommenszuwachs,
der sich bei Disaggregation des Volkseinkommens errechnet, kann
groBer oder kleiner sein als der Einkommenszuwachs, der sich bei den-
selben zusétzlichen Investitionen ausdem iiblichen Multiplikator-Modell
ergibt. Insbesondere kann das Volkseinkommen auch dann steigen,
wenn der Zuwachs der Investitionsausgaben gleich Null ist, vorausge-
setzt nur, daB die laufenden Investitionen positiv sind. Die Erkldrung
ist folgende:

Die Gewinne sind die Differenz zwischen dem Volkseinkommen und
dem Faktoreinkommen (Lohn- und Zinszahlungen). Die Investitionen
schaffen neues Sachkapital, das mit zusétzlicher Arbeit kombiniert
wird. Dadurch entsteht zusidtzliches Faktoreinkommen. Die ErhShung
der Faktorkosten geht zu Lasten der Gewinne; das Volkseinkommen
sinkt daher um die Abnahme der Konsumausgaben der Gewinnbezie-
her. Die Empfénger des zusédtzlichen Lohn- und Zinseinkommens
geben einen Teil davon aus; das Volkseinkommen steigt daher um die
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Zunahme der Konsumausgaben der Lohn- und Zinseinkommens-Emp-
fanger. Da damit gerechnet werden kann, dafl die Konsumneigung aus
Lohneinkommen hoher ist als die aus Gewinnen, und wenn dies auch
fiir die Konsumneigung aus Zinseinkommen gilt$, ist der Saldo aus der
Abnahme der Konsumausgaben der Gewinnbezieher und der Zunahme
der Konsumausgaben der Empfinger von Faktoreinkommen positiv.
Dies ist der erste Multiplikand.

Der zweite Multiplikand ist die Zunahme der Investitionen. Der
Multiplikator ist die Reziproke der marginalen Sparneigung der Ge-
winnbezieher (statt der aggregierten Sparneigung). Dies ergibt sich aus
der Art des obigen Modells, in dem eine Zunahme des Faktoreinkom-
mens an eine VergrofSerung des Sachkapitalbestandes gebunden ist.
Das Zinseinkommen ist eine Funktion des Kapitalstocks, das Lohnein-
kommen iiber die Beschéftigung ebenfalls. Der Kapitalstock verdndert
sich durch die Investitionen. Eine Zunahme der monetdren Nachfrage
fiihrt daher — bei konstantem Lohn- und Zinsniveau — erst dann zu
einer Erhohung des Faktoreinkommens, wenn sie zusétzliche Investi-
tionen induziert hat und diese den Kapitalstock vergroBSert haben. In
der Zwischenzeit wird jede zusétzliche monetidre Nachfrage zu Gewinn.
Daher werden die aus der Einkommens-Umverteilung infolge der Ver-
groferung des Kapitalstocks resultierenden zusétzlichen Konsumaus-
gaben und die zusitzlichen Investitionsausgaben mit der Reziproken
der Sparneigung der Gewinnbezieher multipliziert.

2. Die laufenden Investitionsausgaben haben also einen Umvertei-
lungseftekt. Sie fiithren zu einer VergroBerung des Kapitalstocks und
des Faktoreinsatzes. Die resultierende Zunahme desFaktoreinkommens
geht zunichst zu Lasten des Gewinns. Wenn die autonomen Ausgaben
nicht entsprechend steigen, wird also das Volkseinkommen zugunsten
des Faktoreinkommens umverteilt. Die laufenden Investitionen werden
natlirlich vorgenommen in der Erwartung, daB eine Zunahme der
monetdren Nachfrage die hoheren Faktorkosten kompensieren — und
tiberkompensieren — werde, aber zunéichst einmal schieBen die Unter-
nehmer unter den Annahmen des vorliegenden Modells den Faktoren
das zusitzliche Einkommen aus ihren Gewinnen vor.

Auf diesem Umverteilungseffekt der Investitionen beruht es, daf3
das Volkseinkommen selbst dann steigen kann, wenn die Zunahme der
Investitionen gleich Null ist, vorausgesetzt, daB die laufenden Investi-
tionen positiv sind. Ihr Umverteilungseffekt wirkt dabei iiber eine
Abnahme der aggregierten (durchschnittlichen) Sparquote. Fiir die

8 Diese Annahmen sind hinreichend, aber nicht notwendig.
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Anderung der aggregierten durchschnittlichen Sparquote ergibt sich
aus dem Gleichungssystem?®.

i 1 .
(E( B 1 _[(CL_CG)1§+ (Cz"-CG)l] I
I 1 = cgE (1 — cg)E

aw  al)-5

Aus der Beziehung (13) ist Folgendes ersichtlich:

(2) Wenn die autonomen Ausgaben konstant sind (dI = 0), ist (13) nega-
tiv. Die durchschnittliche aggregierte Sparquote sinkt. Aus jedem
gegebenen Volkseinkommen wird mehr konsumiert; daher steigt
das Volkseinkommen auch bei konstanten Investitionsausgaben.
Dies ist eine Folge des Umverteilungseffektes der Investitionen, der
eine Erhéhung des Anteils des Faktoreinkommens F=L+Z am
Volkseinkommen bewirkt. Diese Erhéhung des Anteils der Faktor-
einkommen am Volkseinkommen ergibt sich aus dem Gleichungs-
system als!®

I 1 G

. 1 dI
=g |¢pti)

1
1 —CL)1§+(1—Cz)1
=4+ —
F 1—cg 1—cg I

Dieser Ausdruck ist in aller Regel positiv, wenn dI =0 ist. Der
Anteil der Faktoreinkommen steigt also; das Volkseinkommen wird
zugunsten des Faktoreinkommens umverteilt. Da die Bezieher die-
ser Einkommenskategorie eine unterdurchschnittliche Sparneigung
haben, sinkt die aggregierte durchschnittliche Sparquote; dadurch
wird die Erhohung des Volkseinkommens bei konstanten Investi-
tionsausgaben bewirkt.

(b) Wenn I =0, jedoch dI> 0 ist, ist (13) positiv; die durchschnittliche
aggregierte Sparquote steigt. Das beruht darauf, da der Anteil des
Faktoreinkommens am Volkseinkommen sinkt: Bei I =0 und dI >0
ist (14) negativ. Das Volkseinkommen wird zugunsten der Gewinne
umverteilt. Da die Empfinger der Gewinne eine {iberdurchschnitt-
liche Sparneigung haben, folgt daraus die Zunahme der aggregier-
ten durchschnittlichen Sparquote. Wenn die Investitionen bisher
gleich Null waren, der Sachkapitalbestand im betrachteten Zeit-
punkt also nicht steigt, nimmt auch das Faktoreinkommen nicht zu.
Von den zusétzlichen Erlésen der Unternehmer aus den zusétzlichen
Investitionsausgaben braucht nichts an die Faktoren weitergegeben
zu werden; die Zunahme der monetdren Nachfrage wird voll zu

9 Das Kreislaufgleichgewicht ist im vorliegenden Modell stets gewahrt;
daher kann bei der Ableitung von (13) fiir den Ausgangszeitpunkt I =S
gesetzt werden.

10 Vgl. Anhang B, Ib).
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Gewinn. Der Anteil der Gewinne am Volkseinkommen und daher
die aggregierte durchschnittliche Sparquote steigen. Die Zunahme
des Volkseinkommens ist jedoch geringer als wenn — wie die
ibliche Multiplikatortheorie implizite annimmt — ein Teil der zu-
sédtzlichen Erlose an die Faktoren weitergegeben werden miilte:
die aggregierte marginale Sparquote betrédgt 1 — cg statt 1 —c.

Der Einkommenszuwachs nach dem disaggregierten Modell unter-
scheidet sich also von dem Einkommenszuwachs nach der tiiblichen
Multiplikatortheorie (1) dadurch, dafl der Multiplikand gréBer ist, weil
zu den zusdtzlichen Investitionen noch die zusdtzlichen Konsumaus-
gaben aufgrund des Umverteilungseffektes der laufenden Investitionen
hinzukommen, und (2) dadurch, dafl der Multiplikator kleiner ist, weil
es fiir die Multiplikatorwirkung autonomer Ausgabenerhshungen auf
die Sparneigung der Gewinnbezieher ankommt und nicht auf die
aggregierte marginale Sparneigung. Die Disaggregation dndert nichts,
wenn die Konsumneigungen der Bezieher aller drei Einkommensarten
gleich sind; der obige Ausdruck (12) reduziert sich dann auf die iibliche
Multiplikatorformel.

3. Die Tatsache, daBl der Umverteilungseffekt der Investitionen bis-
her iibersehen wurde, beruht wahrscheinlich darauf, da8 die Theorie
des Volkseinkommens {iblicherweise von der Verwendungsseite des
Einkommens her formuliert wird. Man geht aus von bestimmten In-
vestitionsausgaben. Diese werden zu Einkommen der Haushalte. Die
Haushalte geben einen Teil dieses Einkommens fiir Konsumgiiter aus;
den Rest sparen sie. Die Konsumausgaben werden jedoch wiederum
zu Einkommen, von dem ein Teil ausgegeben und der Rest gespart
wird, etc. Die gegebenen Investitionsausgaben induzieren so fortlau-
fende Einkommenssteigerungen, die so lange anhalten, bis die Erspar-
nisse in der von den Haushalten gewiinschten Relation zum Volksein-
kommen stehen. Die gleiche Argumentation gilt fiir eine Zunahme
der Investitionsausgaben.

Die Theorie des Volkseinkommens und des Multiplikators 148t sich
jedoch auch folgendermaBen von der Entstehungsseite des Volksein-
kommens her formulieren: Wahrend einer gegebenen Periode ist ein
bestimmter Kapitalstock beschéftigt. Mit diesem Sachkapital wird eine
bestimmte Menge anderer Produktionsfaktoren — vor allem Arbeit —
kombiniert. Es wird also mit diesem Sachkapital ein bestimmter Out-
put erzeugt, der — mit den laufenden Preisen bewertet — das Volks-
einkommen der Periode darstellt. Im Gegenwert dieses Outputs ent-
steht Einkommen in Form von Faktoreinkommen und Gewinnen, das
den Haushalten zuflieBt. Die Haushalte geben einen Teil davon fiir
Konsumgiiter aus; der Rest des Outputs wird im Gleichgewicht von
den Investitionsausgaben absorbiert.

2 Schriften d. Vereins £. Socialpolitik 42
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Es ist klar, daB die beiden Formulierungen — die von der Verwen-
dungsseite und die von der Entstehungsseite her — im Gleichgewicht
libereinstimmen miissen. Auf der Entstehungsseite wird in Form der
gezahlten Faktoreinkommen und der kalkulierten Gewinne gewisser-
maBen ein Wechsel gezogen, der von der Verwendungsseite in Form
der Ausgaben flir Konsum- und Investitionsgiiter eingelost werden
muB, so daB auf den Produktionskonten der Unternehmen bei gege-
benen Lohn- und Preisniveaus geplante Ausgaben und geplante Ein-
nahmen iibereinstimmen. Die Gleichheit des Volkseinkommens als
Summe aller Einkommen und des Volkseinkommens als- Summe aller
Ausgaben wird bei gegebener Produktionstechnik und gegebenem
Lohnniveau iiber eine entsprechende Bewertung des Outputs dadurch
herbeigefiihrt, daB ein Bestandteil des Volkseinkommens als Summe
aller Einkommen sich entsprechend anpafit: die Gewinne.

Die obige Argumentation, die zur Ableitung des Umverteilungs-
effektes der Investitionen fiihrte, ist nichts anderes als die Formulie-
rung der Multiplikatortheorie von der Entstehungsseite des Volksein-
kommens her. In der betrachteten Periode nimmt der beschiftigte
Kapitalstock zu. Mit dem zusidtzlichen Sachkapital werden weitere
Produktionsfaktoren kombiniert, insbesondere Arbeit. Bei gegebener
Produktionstechnik (ausgedriickt durch 1) und gegebenem Lohn- und
Zinsniveau entsteht also einbestimmtes zusitzliches Faktoreinkommen.
Auf der Ausgabenseite des Produktionskontos haben die Unternehmen
auBerdem bestimmte zusédtzliche Gewinne geplant. Diese Rechnung
muB natiirlich durch eine entsprechende Erhéhung der Einnahmeseite
des Produktionskontos, also der Gesamtausgaben der Volkswirtschaft,
honoriert werden. Zunichst jedoch bedeutet die Zunahme des Faktor-
einkommens eine gleich groBe Abnahme der Gewinne; die laufenden
Investitionen bewirken eine Umverteilung des Volkseinkommens. Die
Konsumausgaben der Bezieher von Faktoreinkommen steigen also,
wihrend die der Gewinnempfinger sinken. Haben die Bezieher von
Faktoreinkommen eine héhere Konsumneigung als die Gewinnemp-
finger, so nehmen die Konsumausgaben per Saldo zu, ohne daf die
Investitionen gestiegen sind. Das Volkseinkommen erhoht sich infolge
der Abnahme der aggregierten durchschnittlichen Sparquote. Das ist
eine Folge des Umverteilungseffektes der Investitionen. Dieser Um-
verteilungseffekt der Investitionen ist zu unterscheiden von ihrem
Kapazititseffekt. Der Kapazitdtseffekt der Investitionen wird allge-
mein definiert als ihre Wirkung auf den Sachkapitalbestand einer
Volkswirtschaft; als Zunahme der Produktionsmdglichkeiten. Der Um-
verteilungseffekt der Investitionen ist die Abnahme der Gewinne in-
folge der Zunahme des Faktoreinkommens. Die GroBe des Kapazitéts-
effektes ist der — zu konstanten Guterpreisen ermittelte — Wert der



Multiplikator und gleichgewichtige Wachstumsrate 19

Giiter, die mit den neuen Kapazitdten produziert werden kdnnen. Der
Umverteilungseffekt beruht darauf, daB eben diese Kapazitdten in
Betrieb genommen werden. Die Grofe des Umverteilungseffektes der
Investitionen ist aber verschieden von der ihres Kapazitdtseffektes:
Das Faktoreinkommen, das zu konstanten Faktorpreisen bei Inbetrieb-
nahme der neuen Kapazitdten entsteht, ist in der Regel kleiner als der
Wert der Giiter zu konstanten Preisen, die mit den neuen Kapazitdten
produziert werden konnen. Der Umverteilungseffekt ist also kleiner
als der Kapazitiatseffekt derselben Investition; zudem hat der erstere
einen potentiellen, der letztere einen tatsichlichen Charakter.

4. An dieser Stelle sind auBlerdem noch einige Bemerkungen zu der
Art des hier verwendeten Modells angebracht!l.

a) Die Beschiftigung ist eine Funktion des Kapitalstocks. Das im-
pliziert, daB das K den genutzten Kapitalstock darstellt. Da die In-
vestitionen den Kapitalstock vergréfern, heifit das also, daB der be-
schiftigte Kapitalstock grofer wird. Das zeigt, daB im obigen Modell
angenommen ist, daB der vorhandene Kapitalstock stets vollbeschéf-
tigt ist. Fiir die Diskussion der Theorie des gleichgewichtigen Wachs-
tums, die ja gerade die Bedingungen fiir einen konstanten Ausnut-
zungsgrad der Produktionskapazitidten aufstellen will, ist das ein sinn-
volles Vorgehen.

Bisher stand jedoch die Multiplikatortheorie zur Diskussion. Da der
vorhandene Kapitalstock annahmegeméifl vollbeschiftigt ist, fithrt im
obigen Modell eine Zunahme der monetidren Nachfrage nur dann zu
einer Zunahme des Faktoreinkommens, wenn Investitionen induziert
werden, die das vorhandene Sachkapital vermehren. In einer Situation
der unternormalen Ausnutzung der vorhandenen Produktionskapazi-
tdten kann eine Zunahme der monetidren Nachfrage aber bereits ohne
vorherige Investitionen zu einer Erhohung auch des Faktoreinkommens
fithren, da nur der beschiftigte Kapitalstock groBer zu werden braucht.
In diesem Fall sind die Entwicklung der aggregierten Konsumquote
und daher die Anderung des Volkseinkommens wahrscheinlich andere
als im oben erdrterten Fall der Vollbeschaftigung des Sachkapitals. In
einem disaggregierten Modell gibt es also vermutlich zwei Versionen
der Multiplikatortheorie je nach der Beschéftigungssituation, von der
hier nur eine behandelt wurde.

AuBerdem kann eine Erhéhung des Faktoreinkommens auch bei
konstanter Beschiftigung eintreten, wenn das Lohnniveau steigt. Lohn-
erhdhungen sind im vorliegenden Modell annahmegemiB ausgeschlos-
sen. Aber selbst wenn das nicht der Fall wire, wiirde eine Lohnerhd-

11 Im Anhang (Abschnitt A) wird die Funktionsweise des Modells graphisch
dargestellt.

2+
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hung nicht ohne eine Zunahme des Kapitalstocks eintreten kénnen.
Annahmegemil ist das Sachkapital vollbeschéftigt und eine Zunahme
der Arbeitsnachfrage bei gegebener Produktionstechnik (marginalem
Arbeit/Kapital-Verhiltnis) an eine Zunahme des Kapitalstocks gebun-
den. Aus diesem Grunde ist die Annahme eines konstanten Lohnniveaus
ohne Bedeutung fiir die Funktionsweise des vorliegenden Modells,
solange das marginale Kapital/Arbeit-Verhiltnis und damit der Ka-
pitalkoeffizient als konstant angenommen werden.

b) Wenn das Modell auch fiir den stationdren Zustand anwendbar
sein soll, sind Modifikationen erforderlich, je nachdem, wie der statio-
nédre Zustand definiert wird.

(1) Wenn eine stationdre Wirtschaft so definiert wird, daB keine
Kapitalakkumulation stattfindet (auch kein capital deepening), also
dK, I und S gleich Null sind, muB8 das Volkseinkommen noch positiv
sein. Das ist nach dem Gleichungssystem der Fall, solange der be-
schiftigte Kapitalstock K> 0 ist. Damit noch ein Teil des Kapitalstocks
beschéttigt bleibt, diirfen aber wahrscheinlich die Gewinne mindestens
nicht negativ sein. Dazu miissen die Konsumfunktionen absolute
Glieder aufweisen. Dann erscheint ein stationdres Gleichgewicht auch
bei gegebenen und konstanten Geldlohn- und Zinssdtzen kurzfristig
moglich (wenn auch bei Unterbeschidftigung), vorausgesetzt, daB die
geringere Beschiftigung von A und K alle }aktorbesitzer gleichméaBig
trifft, so daB S Null wird, bevor G negativ wird. Langfristig erscheint
ein stationdrer Zustand im oben definierten Sinne auch bei gegebenem
Zinsniveau moglich, wenn die Lohnsédtze vollig flexibel sind. Das
System wire dann durch eine Beziehung zu ergédnzen, die den Zu-
sammenhang zwischen den Gewinnen und der Hohe des beschéftigten
Kapitalstocks wiedergibt.

(2) Wenn eine stationdre Wirtschaft so definiert wird, daBl zwar I>0,
aber konstant ist, so daB die stattfindende Kapitalakkumulation im
wesentlichen die Form des capital deepening hat, wird die Annahme
eines konstanten, gegebenen Zinsniveaus aufgegeben werden miissen.
In der aggregierten Produktionsfunktion wéren die kontinuierlichen
Anderungen der Grenzproduktivititen zu beriicksichtigen.

Selbst wenn also das Modell so modifiziert werden kann, dafl es auf
stationdre Zustinde anwendbar ist, so ist es doch eher zur Unter-
suchung einer wachsenden Wirtschaft mit Vollbeschaftigung des Kapi-
talstocks geeignet und aufgestellt.

5. Das neue Volkseinkommen, das sich aus der Multiplikatorformel
(12) ergibt, ist ein Gleichgewichtseinkommen im Sinne der Multipli-
katortheorie, insofern also, als die Ersparnisse aller Haushalte in der
gewiinschten Relation zu ihren Einkommen stehen. Dieser Zustand
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ist insofern kein Gleichgewicht, als ohne eine Erhéhung der Investi-
tionsausgaben die geplante Erloszunahme der Unternehmen und damit
der geplante zusédtzliche Gewinn, der die laufenden Investitionen ver-
anlafit hat, nicht realisiert werden. Die Erlose der Unternehmen steigen
ohne eine autonome Zunahme der Ausgabenseite ja nur um die Kon-
sumausgaben, die aus dem Umverteilungseffekt der Investitionen
stammen; die geplanten zusétzlichen Gewinne werden nicht voll ver-
dient. Dieses Ungleichgewicht gehort jedoch schon nicht mehr in die
Multiplikatortheorie, sondern in die Theorie des gleichgewichtigen
Wachstums.

Langfristig jedoch muB3 der Umverteilungseffekt der Investitionen
kompensiert werden; der Zunahme des ausgezahlten Faktoreinkom-
mens mufl eine Zunahme der Einnahmen der Unternehmer entspre-
chen. Die Erlése werden in einer gegebenen Periode sogar absolut
stirker zunehmen miissen als das Faktoreinkommen, wenn der Fort-
gang des Akkumulationsprozesses die Aufrechterhaltung einer be-
stimmten Relation, wie des Anteils der Gewinne am Volkseinkommen
oder am Umsatz oder der Verzinsung des investierten Kapitals, erfor-
dert. Diese Kompensation des Umverteilungseffektes der laufenden
Investitionen kann nur durch zusétzliche Investitionsausgaben erfolgen.
Eine Zunahme der Erlose wird, wie erldutert, unter den vorliegenden
Annahmen zu Gewinn; sie kann also die Abnahme des Gewinns durch
erhéhte Zahlungen von Faktoreinkommen kompensieren. Da die Zu-
nahme der Faktoreinkommen von den laufenden Investitionen, die
Zunahme der Gewinne von den zusétzlichen Investitionsausgaben ab-
héngt, wird es eine Wachstumsrate der Investitionen geben, die den
Umverteilungseffekt so tiberlagert, daB die fiir das dynamische Gleich-
gewicht entscheidende Relation — der Anteil der Gewinne am Volks-
einkommen oder am Umsatz, die Kapitalverzinsung oder der Reallohn
— jeweils den erforderlichen Wert hat. Mit dieser Frage befaft sich
der folgende Abschnitt.

Wie die Beziehung (13) zeigt, kann sich die aggregierte durchschnitt-
liche Sparquote je nach der Héhe der laufenden Investitionen und der
GroBe der Investitionszunahme &dndern. Ihre Entwicklung hingt also
vom Verhéltnis der zusdtzlichen zu den laufenden, m.a. W. von der
Wachstumsrate der Investitionsausgaben ab. Die laufenden Investi-
tionen bewirken iiber den Umverteilungseffekt eine Abnahme der
aggregierten durchschnittlichen Sparquote; die zusétzlichen Investi-
tionsausgaben fiihren iiber eine Zunahme des Gewinnanteils am Volks-
einkommen zu einer Zunahme der aggregierten durchschnittlichen
Sparquote. Die Abhéngigkeit der aggregierten durchschnittlichen Spar-
quote von der Wachstumsrate der Investitionsausgaben ist offenbar
relevant fiir die Theorie des gleichgewichtigen Wachstums. Im Folgen-
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den soll daher die Frage untersucht werden, welche Bedeutung der
Umverteilungseffekt der Investitionen fiir die Theorie des dynamischen
Gleichgewichts hat.

I

Domar!? gelangt zur Ableitung seiner gleichgewichtigen Wachstums-
rate der Investitionen, indem er die Zunahme des Volkseinkommens
bestimmt, die in einem gegebenen Augenblick erforderlich ist, um das
dynamische Gleichgewicht aufrechtzuerhalten. Er geht aus von einer
gegebenen Kapitalbildung (einem gegebenen Investitionsvolumen), be-
stimmt den zusétzlichen Output, der mit Hilfe dieses neugebildeten
Sachkapitals produziert werden kann!3:

dR = Io

und setzt die Bedingung, daB dieses zusitzliche Angebot auch nach-
gefragt wird:

dE =1Io .

Da im Modell andere autonome Ausgaben wie Staatsausgaben etc.
nicht vorhanden sind, kann diese zusitzliche Nachfrage nur von zu-
sdtzlichen Investitionen induziert werden!4:

dI
(*l—c) =Io.
Domars ganzer Ansatz besteht in der Frage nach der GrioSe eben dieser
Zunahme der Investitionen, die die zusitzliche Nachfrage schaffen
kann, die das potentielle zusétzliche Giiterangebot zu konstanten Prei-
sen absorbiert.

Wie die Erorterung im ersten Abschnitt ergab, trifft bei Disaggre-
gation des Einkommens die in den Modellen von Harrod und Domar
implizierte Annahme nicht zu, daB die erforderliche zusétzliche Nach-
frage nur durch eine Zunahme der Investitionsausgaben geschaffen
werden kann. GeméB Bez. (12) ergibt sich auch bei konstanten Investi-
tionen eine Einkommenszunahme, die einen Teil des potentiellen
Giiterangebots absorbieren kann. Der Umverteilungseffekt der Investi-
tionen schafft zusitzliche Konsumausgaben, die aus einer Abnahme

12 E. Domar, Expansion and Employment, American Economic Review,
Vol. 37/19417, S. 34 ff.

13 Das o stellt also den (Kehrwert des) ,potentiellen“ Kapitalkoeffizienten
dar.

14 Domar verwendet also den ,logischen Multiplikator®, d. h. er unterstellt,
daB der Multiplikatorproze unendlich schnell ablduft.
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der aggregierten Sparquote resultieren und daher eine zusitzliche

autonome Ausgabe darstellen. Multipliziert mit dem Multiplikator e

—Ca
schafft diese autonome Ausgabe zusidtzliche Nachfrage, ohne daB die
Investitionen zunehmen.

Diese durch den Umverteilungseffekt der laufenden Investitionen
geschaffene zusitzliche Nachfrage reicht natiirlich nicht aus, um das
gesamte durch den Kapazitdtseffekt der laufenden Investitionen er-
moglichte Giiterangebot zu konstanten Preisen zu absorbieren. Daher
mufB3 durch eine Zunahme der Investitionen weitere zusétzliche Nach-
frage geschaffen werden. Wie hoch die zusdtzlichen Investitionen sein
missen, hidngt davon ab, wieviel neue Nachfrage durch die laufenden
Investitionen bereits geschaffen worden ist. Der Betrag dieser bereits
durch die laufenden Investitionen geschaffenen zusétzlichen Nachfrage
wird bestimmt von (a) dem marginalen Arbeit/Kapital-Verhiltnis, (b)
den Faktorpreisen und (c) den Differenzen zwischen den Konsum-
neigungen der Faktoreinkommens-Bezieher einerseits und der Ge-
winn-Empfinger (zu deren Lasten ja die Zunahme des Faktoreinkom-
mens geht) andererseits. Diese Grofen miissen also bei der Bestim-
mung der gleichgewichtigen Wachstumsrate der Investitionen eine
Rolle spielen; insbesondere miissen die technischen Bedingungen der
Produktion nicht nur die Angebotsseite (o), sondern auch die Nach-
frageseite (1) mitbestimmen. Die Bedingung fiir das dynamische Gleich-
gewicht ist also fiir ein disaggregiertes Modell neu abzuleiten.

Aus dem Ansatz Domars ergibt sich die gleichgewichtige Wachstums-
rate der Investitionen als (% = (1 — c) o. Sie ist gleichgewichtig in dem

Sinne, da8 die Unternehmen die Rate (1 — c¢) ¢ der Expansion der Pro-
duktionskapazitdten aufrechterhalten, da die bestehenden Kapazititen
stets zu konstanten Preisen ausgelastet sind®®. Nach Harrod/Domar ist

15 Harrod (R. Harrod, Towards a Dynamic Economics, London/New York
1954, S. 63 ff.) leitet von einem anderen Ausgangspunkt die Wachstumsrate
des Outputs ab. Er geht aus von einem gegebenen Output-Zuwachs, bestimmt
das zusitzliche Sachkapital, das zur Erstellung dieses Outputs erforderlich ist
(Das C, ist daher der ,erforderliche*“ Kapitalkoeffizient):

dR-C, =1,
und setzt die Bedingung, daB die tatsidchliche Kapitalbildung gleich dem

Kapitalerfordernis ist:
dR-C,=S.

Da die Kapitalbildung (die laufende Ersparnis) vom Volkseinkommen ab-
héngt, muB dieses also eine bestimmte Hohe haben:

dR-C, = sR.
Daraus ergibt sich die gleichgewichtige Wachstumsrate des Realeinkom-
mens als



24 Erwin Scheele

also eine gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen eindeutig
festgelegt durch die aggregierte marginale Sparquote (bzw. eine Spar-
funktion als Beziehung zwischen den Gesamtersparnissen und dem
Volkseinkommen als einzigen Variablen) und den marginalen Kapital-
koeffizienten.

Zu dieser Formulierung der Theorie des dynamischen Gleichgewichts
ist, wenn das Volkseinkommen in die drei Einkommenskategorien dis-
aggregiert und die Abhéngigkeit des Faktoreinkommens von der Gréfe
des Kapitalstocks berticksichtigt wird, derselbe Einwand vorzubringen
wie zur Multiplikatortheorie: Die gleichgewichtige Wachstumsrate der
Investitionen kann nicht durch die Hohe einer gegebenen aggregierten
marginalen Sparquote (oder durch eine Sparfunktion im iiblichen
Sinne) determiniert werden'®, da die Zunahme der Ersparnisse gemil
Beziehung (11) nicht mehr allein vom Zuwachs des Volkseinkommens,
sondern auch von der Hoéhe der laufenden Investitionen abhingt; die
Lage der Sparfunktion im S‘E-Koordinatensystem ist verschieden je
nach der Héhe des (beschéftigten) Kapitalstocks. Die aggregierte durch-
schnittliche und damit die marginale Sparquote im tiiblichen Sinne

R C,
Wenn die Sparquote konstant ist (Domar verwendet die marginale, Harrod
die durchschnittliche Sparquote), und da ,potentieller® und ,erforderlicher
Kapitalkoeffizient identisch sind (Beide sind — unter den Annahmen ihres
Systems — technisch bestimmte GroéBen), sind beide Systeme formal dquiva-

dR s

s
lent. Da Harrod die Rate ¢ im selben Sinne als gleichgewichtig bezeichnet wie
4

Domar, sind sie auch materiell dquivalent. Harrod ist den gleichen Weg der
Argumentation nur von riickwirts gegangen. Als gegeben anzunehmen sind
in jedem Falle das laufende Einkommen, die laufenden Ersparnisse und die
laufenden Investitionen, und zu bestimmen sind der erforderliche Einkom-
menszuwachs und der erforderliche Investitionszuwachs und damit die gleich-
gewichtige Wachstumsrate des Einkommens und der Investitionen.

16 Bei der Ableitung der Harrod/Domar-Bedingung fiir die gleichgewichtige
Wachstumsrate der Investitionsausgaben ist es klar, daf die Anderung der
Ersparnisse bei einer Anderung des Volkseinkommens von einer etwaigen
gleichzeitigen Anderung der Einkommensverteilung beeinfluBt werden mu8.
Das hat aber die Bildung einer aggregierten marginalen Sparquote und ihre
Benutzung zur Bestimmung der gleichgewichtigen Wachstumsrate der Inve-
stitionen nicht behindert. Die Bedeutung der Einkommensverteilung fiir das
dynamische Gleichgewicht liegt demgegeniiber im vorliegenden Modell darin,
daB die Zunahme der Ersparnisse von der gleichzeitigen Anderung der Ein-
kommensverteilung abhéngt und diese eine Funktion der Wachstumsrate der
Investitionen, nicht der Einkommenszunahme ist.

Die bisher in Betracht gezogene Abhangigkeit der aggregierten marginalen
Sparquote von der Einkommensverteilung besteht wohl liberwiegend in dem
durch die Einkommenselastizititen der Nachfrage gegebenen Zusammenhang
zwischen dem Wachstum und der Anderung der Produktionsstruktur, die
Verschiebungen der funktionellen Verteilung hervorrufen kann. Hier ist aber
immer noch die eigentliche unabhéngige Variable die Einkommensédnderung,
so daB die Anderung der Ersparnisse doch letztlich nur von der Einkommens-
anderung abhéngt.
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dndern sich, wie Beziehung (13) zeigt, je nach der Héhe der Wachstums-
rate der Investitionsausgaben. Die erwédhnten Sparquoten hingen von
der Einkommensverteilung ab; und diese wiederum wird, wie aus der
Beziehung (14) hervorgeht, von der Wachstumsrate der Investitionen
bestimmt.

Es ist daher die zweite These des vorliegenden Beitrages, da bei
Disaggregation des Volkseinkommens eine aggregierte marginale Spar-
quote im tiiblichen Sinne nicht zur Bestimmung der gleichgewichtigen
Wachstumsrate der Investitionen verwandt werden kann, da sie sich
infolge des Umverteilungseffektes der Investitionen nicht bilden 1iBt.
Andererseits spielen die technischen Bedingungen der Produktion nicht
nur fiir die Zunahme des Outputs (bei gegebener Hohe der laufenden
Investitionen), sondern wegen der Abhingigkeit der Anderung des
Faktoreinkommens vom Zuwachs des Kapitalstocks auch fiir die Zu-
nahme der Nachfrage eine Rolle.

1. Die Harrod'Domar-Bedingung ist die Bedingung fiir die Konstanz
des Preisniveaus. Die durch die Zunahme der Investitionen geschaffene
zusétzliche Nachfrage mull zu konstanten Preisen gleich dem infolge
des Kapazitdtseffekts durch die laufenden Investitionen ermdoglichten
zusdtzlichen Angebot sein. Daraus wird Domars Gleichgewichtsbedin-
gung dE=dR, wenn dP = 0 gefordert und das augenblickliche Preis-
niveau gleich Eins gesetzt wird.

Das Gleichungssystem ist also zundchst durch eine Beziehung zur
Bestimmung der Anderung des Outputs zu erweitern, bevor die obige
zweite These begriindet werden kann. Es soll angenommen werden,
daB sich der Zusammenhang zwischen dem gesamten Kapital- und
Arbeitseinsatz und dem gesamten Output durch eine aggregierte Pro-
duktionsfunktion R-= aA + kK beschreiben 148t, die also als homogene
Funktion vom Cobb-Douglas-Typ betrachtet wird. a und k sind die
aggregierten Grenzproduktivitdten der Arbeit bzw. des Kapitals. Sie
werden hier als konstant betrachtet, was technischen Fortschritt, Ande-
rungen der Produktionsstruktur und gesamtwirtschaftliche increasing
oder decreasing returns ausschlieBt. Im iibrigen ist die Voraussetzung
zuldssig, da frither bereits in Ubereinstimmung mit der Theorie des
gleichgewichtigen Wachstums angenommen wurde, dafl die Faktor-
preise 1undi und damit der Proportionalitdtsfaktor A zwischen dem
Zuwachs der Beschiftigung und dem des Kapitalstocks konstant sind.
Die Anderung des Outputs ergibt sich daher als

(7 dR =a-dA + k-dK.

Fiir die Diskussion der Harrod-Domarschen Wachstumstheorie wiirde
diese Erginzung geniigen. Da jedoch nicht durchgingig unter der An-
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nahme der Konstanz des Preisniveaus argumentiert werden soll, wer-
den zuséitzliche Erweiterungen gleich hier vorgenommen. Fiir die
Anderung der Investitionsausgaben wird geschrieben:

)] dl = (dK*—-dK)P +1 §1§_’

Als rein definitorische Beziehung besagt (8) fiir sich genommen ledig-
lich, daB die Anderung der Investitionsausgaben sich zusammensetzt
aus der Anderung der Realinvestitionen (dK* — dK) und der Anderung
des Preisniveaus (dP). Wenn jedoch — was ja jetzt erforderlich wird —
das Preisniveau vom System mitbestimmt wird, bedeutet die Einfiih-
rung von (8) eine gewisse Erweiterung des Harrod’Domarschen Wachs-
tumsmodells. Dort ist die Variable, die eine Anderung der monetéren
Nachfrage herbeifiithren kann, die Hohe der Investitionsausgaben. Die
Einfiihrung der Beziehung (8), zusammen mit einer Bestimmungsglei-
chung fiir das Preisniveau, bedeutet, daB die Wachstumsrate der mone-
tdren Nachfrage jetzt nicht mehr wie im Harrod/Domar-Modell von
der Wachstumsrate der Investitionsausgaben bestimmt wird, sondern
von der Wachstumsrate der Realinvestitionen. Wenn die Investitions-
ausgaben vom Preisniveau bestimmt werden und das Preisniveau vom
System selbst determiniert ist, konnen die Investitionsausgaben nicht
mehr die monetidre Entwicklung im System bestimmen. An ihre Stelle
treten die Realinvestitionen. Im Gleichgewicht ist diese Anderung
jedoch nur formal, da bei Preiskonstanz die Wachstumsraten von In-
vestitionsausgaben und Realinvestitionen identisch sind.

Zur Bestimmung des Preisniveaus wird im vorliegenden Modell —
was ganz in den Rahmen der Harrod/Domarschen Wachstumstheorie
pait — davon ausgegangen, dal das Preisniveau vom Verhéltnis der
monetéren Nachfrage zum Output abhidngt. Es wird also vorausgesetzt,
daBl die Unternehmen die Produktion planen und realisieren. Zu einem
gegebenen Zeitpunkt ist ein bestimmter Kapitalstock beschdftigt; mit
ihm wird gem#B dem herrschenden Faktorpreisverhiltnis und der
gegebenen Produktionsstruktur eine bestimmte Beschiftigung kombi-
niert; aus diesem Faktoreinsatz ergibt sich ein bestimmter Gesamt-
Output. Diesen Output setzen die Unternehmen ab; sie akzeptieren die
Preise, die sich bei diesem Angebot aus der in dem betreffenden Zeit-
punkt wirksamen monetdren Nachfrage ergeben.

_dE—P-dR

(©) dp R

Auf Preisinderungen reagieren die Unternehmer mit einer Anderung
der Produktionskapazitdt; Lagerdnderungen werden ausgeschlossen.
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2. Nun kann die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen
bestimmt werden. Wenn aus den Gleichungen (1) bis (7) in die Harrod/

Domarsche Gleichgewichtsbedingung in der Form g= 0,d. h.

dE dR
(15) -5
eingesetzt wird, ergibt sich
(15a) d—II=(1—cG)o— (cL—cG)/‘.%+(cz—cG)i ,

wobei ¢ der marginale Kapitalkoeffizient ist!”. Es zeigt sich also, dafl
die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen nicht einfach
gleich dem Produkt aus der aggregierten marginalen Sparquote und
dem marginalen Kapitalkoeffizienten ist. Sie wird auBler von ¢ von
den Konsumneigungen aller drei Gruppen von Einkommensbeziehern,
von den Faktorpreisen und vom marginalen Arbeit/Kapital-Verhéltnis
bestimmt. In der Beziehung (15a) entspricht das erste Glied der Harrod/
Domar-Formel. Das zweite Glied tritt neu auf.

Die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen, die sich bei
Disaggregation des Volkseinkommens ergibt, ist also insofern gréfer
als die Harrod/Domar-Rate, als die marginale Sparquote der Gewinn-
Empfanger (1 — cg) grofer ist als die aggregierte. Sie ist kleiner, weil
ein bestimmter Betrag abzuziehen ist, dessen GréBe von den Differen-
zen zwischen den Konsumneigungen aus Lohn- bzw. Zinseinkommen
einerseits, aus Gewinn andererseits, von den Faktorpreisen und vom
marginalen Arbeit/Kapital-Verhiltnis abhiingt. Dieses Glied stellt den
Einflu des Umverteilungseffektes der Investitionen auf deren gleich-
gewichtige Wachstumsrate dar.

Die laufenden Investitionsausgaben sind gegeben. Bei gegebenem
marginalen Kapitalkoeffizienten liegt daher der Output-Zuwachs fest.
Damit ist bestimmt, um wieviel die monetdre Nachfrage zunehmen
darf und muB, wenn das Preisniveau konstant bleiben soll. Ein Teil
dieses (zuldssigen und erforderlichen) Nachfragezuwachses resultiert
nun bereits aus dem Umverteilungseffekt. Die laufenden Investitionen
bewirken ja eine VergroBerung des Kapitalstocks. Mit dem neuen
Sachkapital wird nun nach MaBgabe des marginalen Arbeit/Kapital-

17 Aus den Beziehungen (1)—(7) folgt
dr I
(16) R (@t + k)=,
oder, wenn fiir (al + k), das offenbar den marginalen Kapitalkoeffizienten
darstellt, o geschrieben wird:

(16a) dr !

R ‘E



28 Erwin Scheele

Verhéltnisses eine bestimmte zusétzliche Beschiftigung kombiniert.
Dabei entsteht nach MaBgabe des Lohnniveaus ein Zuwachs des Lohn-
einkommens. Auflerdem wird durch den Einsatz des neuen Sachkapi-
tals selbst je nach der Héhe des Zinsniveaus ein bestimmtes zusétz-
liches Zinseinkommen geschaffen. Das Faktoreinkommen steigt also;
seine Zunahme hingt c.p. von der Hohe der laufenden Investitionen
ab. Die Zunahme des Faktoreinkommens geht jedoch zu Lasten der
Gewinne. Die gesamten Konsumausgaben sinken also um die Abnahme
des Konsums aus Gewinnen und steigen um die Zunahme des Kon-
sums aus Faktoreinkommen. Der Saldo wird i. d. R. positiv sein. Diese
Zunahme der monetidren Nachfrage allein aufgrund des Umverteilungs-
effektes der laufenden Investitionen ist bei gegebenem Betrag dieser
Investitionen um so gréBer, je hoher das marginale Arbeit/Kapital-
Verhiltnis, die Faktorpreise und die Differenzen zwischen den Konsum-
neigungen aus dem Faktoreinkommen einerseits und aus Gewinnen
andererseits sind. Da also die laufenden Investitionen bereits zu einer
Zunahme der monetidren Nachfrage fithren, mufl der Zuwachs der In-
vestitionen um so kleiner sein, je groBer der Umverteilungseffekt der
laufenden Investitionen ist. Daher steht das zweite Glied mit negativem
Vorzeichen in der Bestimmungsgleichung (15a).

Es ist klar, dafl der Umverteilungseffekt der laufenden Investitionen
nicht ausreicht, um die neugeschaffenen Kapazititen zu konstanten
Preisen zu beschédftigen. Die monetdre Nachfrage muBl also zusidtzlich
steigen, und das kann nur durch zusétzliche Investitionsausgaben ge-
schehen. Da alle zusitzlichen Ausgaben zu Gewinnen werden, kommt
es bei der Berechnung der erforderlichen Investitionszunahme auf die
Konsumneigung aus Gewinn an. Daher steht in (15a) also (1 — cg) und
nicht (1 — ¢) wie in der Harrod/Domar-Formel.

3. Es ist interessant, die Anderung der aggregierten durchschnitt-
lichen Sparquote und der Einkommensverteilung zu untersuchen fiir
den Fall, daB die Bedingung (15a) fiir das gleichgewichtige Wachstum
erfiillt ist. Wenn fiir dI aus (15a) in (13) eingesetzt wird, folgt

S E 7 , 1 .
(13a) d(E)§=o(1—cG—E)— [\CL—CG);vl—)-l-(CZ—CG)l .
Konstanz des Preisniveaus bedeutet also nicht ohne weiteres auch
Konstanz der aggregierten durchschnittlichen (und damit der margi-
nalen) Sparquote. — Wenn fiir dI aus (15a) in (14) eingesetzt wird, er-
gibt sich
F\E 1

(14a) d(z

BF — ¢ : ;

iz s
Auch die Konstanz der Einkommensverteilung ist also nicht ohne
weiteres mit der Konstanz des Preisniveaus verbunden.
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4. Auch in der Theorie des gleichgewichtigen Wachstums sind zwei
Fragestellungen moglich, die kurzfristige und die langfristige. Unter
dem kurzfristigen Aspekt kann eine Periode oder ein Zeitpunkt aus
dem WachstumsprozeB8 herausgegriffen und gefragt werden, unter
welchen Bedingungen in einem gegebenen Augenblick das Preisniveau
konstant bleibt, d.h. wie hoch die Wachstumsrate der Investitionen
zu einem gegebenen Zeitpunkt ist, die dafiir sorgt, daB in diesem Zeit-
punkt die Wachstumsrate des monetdren Angebots gleich der der

monetdren Nachfrage, also c;—f = O ist. Wenn die Parameter, die diese

gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen bestimmen, im Zeit-
ablauf konstant sind, ist die kurzfristige Gleichgewichts-Wachstumsrate
auch die langfristige. Es ist jedoch nicht nétig, daB diese Parameter im
Zeitablauf konstant sind. Andert sich z.B. der marginale Kapital-
koeffizient, so ist die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen
in jedem Zeitpunkt eine andere. Unter dem langfristigen Aspekt kann
dann gefragt werden, wie sich die Wachstumsrate der Investitionen
entwickeln muf}, damit auch auf die Dauer das Preisniveau konstant
bleibt.

Bisher war nur angenommen worden, daB der marginale Kapital-
koeffizient im Betrachtungszeitpunkt eine exogen gegebene, durch a, k
und irgendein bekanntes 4 bestimmte GroBe war. Aufgrund der ein-
gangs gemachten Annahmen konnten zwar die aggregierten Grenz-
produktivititen a und k als konstant betrachtet werden; aber die
Konstanz von 12 und daher von o war nicht vorausgesetzt worden.
DemgemiBl war die Fragestellung kurzfristig; untersucht wurde die
Wachstumsrate der Investitionsausgaben, die in einem gegebenen Zeit-
punkt das Preisniveau konstant h&lt. In der Regel wird aber in der
Theorie des dynamischen Gleichgewichts nach Harrod’Domar der mar-
ginale Kapitalkoeffizient als konstant betrachtet. Das ist bei Fehlen
von technischem Fortschritt auch die plausibelste Annahme in der ein-
fachen Theorie des gleichgewichtigen Wachstums, in der die Angebots-
seite des Arbeitsmarktes ebenso wie die Moglichkeit von Anderungen
der Produktionsstruktur voéllig vernachlédssigt wird!8. Konstanz des
marginalen setzt nun aber Konstanz des durchschnittlichen Kapital-
koeffizienten voraus, da in der Funktion R = R(K) wohl kaum ein
konstantes Glied vorkommen diirfte. Die Konstanz des durchschnitt-
lichen Kapitalkoeffizienten erfordert nun aber ihrerseits bei unver-
indertem technischen Wissen Konstanz des durchschnittlichen Arbeit/

18 Es 148t sich auch zeigen, daB (15a) selbst zur Bestimmung der kurzfristig
gleichgewichtigen Wachstumsrate der Investitionen nicht ausreicht, wenn o
nicht als konstant vorausgesetzt wird; vgl. Abschnitt IV Ziff. 3.
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Kapital-Verhéltnisses und damit der Faktorpreise. Die Annahme der
Konstanz des marginalen Kapitalkoeffizienten impliziert also

Z . dz
(18) k= iP = K *

Die Zuwachsraten der Faktoreinkommen sind dann also gleich der
Wachstumsrate des Kapitalstocks % .

Es 148t sich nun zeigen, daBl die Bedingung (15a) zwar hinreichend,
aber nicht notwendig fiir das dynamische Gleichgewicht ist, wenn die
Konstanz des durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten angenommen

wird. Unter den Annahmen (17) und (18) wird (15a) zu % = de
Wenn gemif (4), (8) und (15) gesetzt wird
dI _ dK* —dK " dK _ «_ dK* —dK
T=" 4K und zur Abkiirzung g = o und r* = BT
148t sich die Bedingung (15a) auch schreiben?!?
(15b) r* =r,.

Dabei ist r* die Wachstumsrate der Realinvestitionen (bei Preiskon-
stanz auch die der Investitionsausgaben), r, ist die Wachstumsrate des
Kapitalstocks. Wenn r* =r, ist, ist die Wachstumsrate des Kapital-
stocks konstant®*. Die Bedingung (15b) besagt also: Das durch den
Kapazitdtseffekt der laufenden Investitionen ermoglichte zusétzliche
Giiterangebot wird — wenn Konstanz des Kapitalkoeffizienten vor-
ausgesetzt wird — dann zu konstanten Preisen laufend nachgefragt,
wenn der Kapitalstock mit einer konstanten Rate wachst.

Die Erkldarung ist folgende. Wenn die Annahmen (17) und (18) gel-
ten — und mit ihnen die Konsequenz, daB der marginale Kapital-
koeffizient (o) gleich dem durchschnittlichen (X) ist — gilt fiir die
Wachstumsrate des Outputs (unabhingig davon, ob das Preisniveau
konstant ist oder nicht):

dR ¢ dK
(19) ?=E-Y=I’O.
Fiir die Wachstumsrate des Volkseinkommens ergibt sich (unabhingig
davon, ob das Preisniveau konstant ist oder nicht) aus dem System (1)
bis (9):
dE I
€0 ot i —epE—1

= (* — r,).

"1 Vgl. Anhang B, I c).
20 Vgl. Anhang B, I d).
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Wenn also der Kapitalstock mit einer konstanten Rate wichst (r* =r,),
nimmt die monetdre Nachfrage mit derselben Rate zu wie der Kapital-
stock und damit wie die Produktion; das Preisniveau bleibt konstant.

Der Output wichst bei Konstanz des Kapitalkoeffizienten mit der-
selben Rate wie der Kapitalstock. Das Gleiche gilt gemaB (17) und (18)
auch fiir die Faktoreinkommen; also wachsen — da konstante durch-
schnittliche Konsumneigungen angenommen wurden — auch die Kon-
sumausgaben aus Faktoreinkommen mit derselben Rate wie der Kapi-
talstock. Die Konsumausgaben aus Gewinnen konnen die Wachstums-
rate des Volkseinkommens nicht selbstindig mitbestimmen: Die Ge-
winne sind die Differenz zwischen dem Volkseinkommen und den
Faktoreinkommen; da das Faktoreinkommen mit derselben Rate wichst
wie der Kapitalstock, wird bei gegebener Zuwachsrate des Kapital-
stocks die Wachstumsrate der Gewinne selbst von der Wachstumsrate
des Volkseinkommens bestimmt. Das Volkseinkommen wachst daher
mit derselben Rate wie der Kapitalstock, wenn die Investitionsausgaben
mit derselben Rate wachsen wie der Kapitalstock.

Die Wachstumsrate der Investitionsausgaben wird geméiB

(8a) ? =r* 4 d?})

von der Wachstumsrate der Realinvestitionen und der Entwicklung des
Preisniveaus bestimmt. Die letztere hidngt aber ihrerseits von der
Wachstumsrate des Outputs — die gleich der des Kapitalstocks und
daher gegeben ist — und der Wachstumsrate des Volkseinkommens ab.
Als einziger autonomer Bestimmungsfaktor fiir die Wachstumsrate des
Volkseinkommens bleibt also die Wachstumsrate der Realinvestitionen
librig. Wenn also die Realinvestitionen mit derselben Rate wachsen wie
der Kapitalstock (r* = r,), gilt das auch fiir das Volkseinkommen. Dann
wachsen also Output und Volkseinkommen mit derselben Rate und das
Preisniveau bleibt konstant?!.

Ist die Wachstumsrate der Realinvestitionen griBer als die des Kapi-
talstocks, so wiirde selbst unter Vernachlédssigung der Abhingigkeit der
Investitionsausgaben vom Preisniveau das Volkseinkommen mit einer
groBeren Rate als der Kapitalstock und damit schneller wachsen als der
Output; das Preisniveau wiirde steigen. Die Preissteigerung erhdoht die
Zunahme der Investitionsausgaben, die fiir den gegebenen Zuwachs

21 Im vorliegenden Modell sind die Konsumausgaben nur eine Funktion
des Nominaleinkommens. Es ist jedoch klar, daB es nichts Wesentliches
dndern wiirde, wenn die Konsumausgaben auch vom Preisniveau abhéngig
gemacht wiirden in der Weise, daB die marginalen Konsumneigungen bei
steigendem Preisniveau zunehmen. Wenn eine Preissteigerung eintritt, wiirde
sie dadurch verstidrkt; die Bedingung fiir die Konstanz des Preisniveaus wird
dadurch nicht geédndert.
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der Realinvestitionen erforderlich ist, und vergroBert daher die Wachs-
tumsrate des Volkseinkommens. Eine einmal eingetretene Preissteige-
rung wird also beschleunigt. Fiir die Konstanz des Preisniveaus kommt
es also allein auf die Wachstumsrate der Realinvestitionen an: Ist sie
gleich der des Kapitalstocks, so wichst das Volkseinkommen mit der-
selben Rate wie der Kapitalstock; da das fiir den Output ohnehin gilt,
bleibt das Preisniveau konstant.

Es handelt sich hier also um denselben Zusammenhang, der bereits
im ersten Abschnitt dargestellt wurde: Die Zunahme der Faktorein-
kommen hingt von der Hohe der laufenden Investitionen ab, die Zu-
nahme der Gewinne wird vom Zuwachs der Investitionen bestimmt.
Das Verhiltnis der Zunahme zur Hohe der Investitionen, also ihre
Wachstumsrate, bestimmt die Wachstumsrate des Volkseinkommens.
Diese hingt also vom Verhiltnis des ,Umverteilungseffektes“ der lau-
fenden zum Einkommenseffekt der zusétzlichen Investitionen ab. Wach-
sen die Investitionsausgaben mit derselben Rate wie der Kapitalstock,
so nimmt die gesamte monetdre Nachfrage mit derselben Rate zu wie
der Kapitalstock.

Die Bedingung fiir gleichgewichtiges Wachstum, also dafiir, daB stets
das zusitzliche Angebot zu konstanten Preisen nachgefragt wird, dafl
also das Sachkapital ohne Inflation oder Deflation vollbeschéftigt bleibt,
ist also bei vorausgesetzter Konstanz des Kapitalkoeffizienten die, daf der
Kapitalstock mit einer konstanten Rate wichst (r* =r,). Dann nehmen
gemiB (19) der Output und gemiB (20) das Volkseinkommen mit der-
selben konstanten Rate r, zu. Voraussetzung dafiir ist, daf die aggre-
gierte durchschnittliche Konsumneigung — und damit die marginale
im iiblichen Sinne — konstant bleibt, und das kann wiederum nur der
Fall sein, wenn die Einkommensverteilung sich nicht dndert. Unter Be-
riicksichtigung der Annahme (17) und (18) werden (13) und (14) zu??

SSE_ . ¢
(13b) d(E-—)—S—r 5T

RE_ T o x_ 09
(14b) dEF l—cGE—I(r STe):

Da Konstanz des durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten vorausgesetzt
wird (0 =2), sind beide Ausdriicke gleich Null, wenn r* =r, ist. Die
Einkommensverteilung bleibt dann unverindert: Der Umverteilungs-
effekt der laufenden Investitionen wird stets vom Einkommenseffekt
der Investitionszunahme kompensiert. Da die Einkommensverteilung
sich nicht dndert, bleibt auch die durchschnittliche aggregierte Spar-
quote konstant. Wenn also die Konstanz des Kapitalkoeffizienten vor-

22 Vgl. Anhang B, Id) und e).
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ausgesetzt wird, wachsen Output, Volkseinkommen, Gewinne, Faktor-
einkommen, Ersparnisse und Investitionen mit derselben konstanten
Rate, ndmlich der des Kapitalstocks, solange der Kapitalstock mit einer
konstanten Rate wadchst. Investitionsquote, Einkommensverteilung,
Kapazitdtsausnutzung und Preisniveau bleiben unveréndert.

5. Die Bedingung dafiir ist gemiB (15b) lediglich die, dafl die Wachs-
tumsrate des Kapitalstocks konstant ist. Wenn die Konstanz des
Kapitalkoeffizienten vorausgesetzt wird, erfordert das dynamische
Gleichgewicht also keine bestimmte, durch den Kapitalkoeffizienten,
die Konsumneigung etc. determinierte Wachstumsrate der Investitionen;
die Bedingung fiir das gleichgewichtige Wachstum ist dann lediglich
die, daf die Wachstumsrate der Realinvestitionen gleich der Wachs-
tumsrate des Kapitalstocks sein, die letztere also konstant bleiben muB.
Die Héhe der Wachstumsrate des Kapitalstocks wird nicht bestimmt;
das System legt daher keine bestimmte gleichgewichtige Wachstums-
rate der Investitionen fest. Das ist erst dann der Fall, wenn eine be-
stimmte Einkommensverteilung angenommen und deren Konstanz mit
der Bedingung der Preisstabilitdt gefordert wird.

Die Frage, die sich damit ergibt, ist offenbar die folgende: Bedeutet
das obige Ergebnis (da8 die langfristige Konstanz des Preisniveaus
keine bestimmte Wachstumsrate des Kapitalstocks und daher der
Investitionen erfordert), dafl die Wirtschaft sich bei einer beliebigen
Wachstumsrate des Kapitalstocks und der Investitionen im langfristi-
gen dynamischen Gleichgewicht befinden kann? Das ist in der Tat der
Fall, wenn die Konstanz des marginalen Kapitalkoeffizienten voraus-
gesetzt und als Gleichheit von marginalem und durchschnittlichem
Kapitalkoeffizienten interpretiert wird.

In irgendeinem Zeitpunkt existiert ein bestimmter Kapitalstock, dem
gemidB dem durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten eine bestimmte
Breite des Giiterstromes und bei irgendeinem gegebenen Preisniveau
eine bestimmte Hohe des Volkseinkommens pro Periode entspricht. Aus
diesem Volkseinkommen wird real ein bestimmter Teil gespart, der
zur VergroBerung des Kapitalstocks verwandt wird und daher mit dem
gegebenen Ausgangs-Kapitalstock eine bestimmte Wachstumsrate des
Kapitalstocks ergibt. Die Aussage nun, dafl die Héhe der gleichgewich-
tigen Wachstumsrate des Kapitalstocks beliebig sei, ist bei gegebenem
Kapitalstock und Realeinkommen gleichbedeutend mit der Aussage,
daB die Volkswirtschaft veranlat werden kann, auf den Konsum eines
beliebigen Teils dieses Realeinkommens zu verzichten. Mit anderen
Worten: Es mufl bei gegebenem Einkommen beliebig viele Sparquoten
der Gesamtwirtschaft geben. Das ist in der Tat der Fall; es kann zwi-
schen bestimmten Grenzen jede beliebige aggregierte (durchschnittliche)
Sparquote durch eine entsprechende Umverteilung des Volkseinkom-

3 Schriften d. Vereins £. Socialpolitik 42
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mens hergestellt werden. Die Grenzen sind die durchschnittliche Spar-
neigung der Gewinn-Empfénger (wenn diesen das gesamte Volksein-
kommen zuféllt) nach oben und die aggregierte durchschnittliche Spar-
neigung der Bezieher von Faktoreinkommen (wenn die Gewinne gleich
Null sind) nach unten. Ubrigens beruht die gesamte makroskonomische
Wirtschaftspolitik auf dieser Moglichkeit.

Dieser Zusammenhang zwischen der Einkommensverteilung und der
gleichgewichtigen Wachstumsrate der Investitionen bei vorausgesetzter
Konstanz des Kapitalkoeffizienten ist ndher zu erldutern.

Es gilt (unter Beachtung von R = 3K, E = R*P und o = 2):
@1 =3z

In einem gegebenen Augenblick existiert ein bestimmter Kapital-
stock. Mit diesem Sachkapital kann bei gegebenem durchschnittlichen
Kapitalkoeffizienten (der voraussetzungsgemil gleich dem marginalen
ist) ein bestimmter Output produziert werden. Je gréB8er nun der Teil
dieses Outputs ist, der gespart und investiert wird, desto gréBer ist der
Zuwachs des Sachkapitals. Bei gegebenem Kapitalkoeffizienten ist also
die Wachstumsrate des Kapitalstocks r, allein eine Funktion der Inve-
stitionsquote.

Fiir die aggregierte durchschnittliche Sparquote gilt?s

.1 .
§_1— )§+(1—cL)/.—1;+(1—cG)1
E_(~Cg b3

(22)

Bei gegebenen Parametern des Systems ist die Sparquote um so gréBer,
je groBer der Anteil der Gewinne am Volkseinkommen ist; da die Spar-
neigung aus Gewinnen grofler ist als die aus Faktoreinkommen, ist bei
gegebenem Volkseinkommen die Sparquote um so héher, je mehr von
diesem Volkseinkommen den Gewinn-Empfiangern zufillt. Wenn im
Ausgangszustand I = S erfiillt war, gilt der gleiche Zusammenhang
fiir die Investitionsquote. Je groBer also der Anteil der Gewinne am
Volkseinkommen ist, desto groBer ist gemiB (22) die Investitionsquote,
desto hoher ist daher bei gegebenem Kapitalkoeffizienten die Wachs-
tumsrate des Kapitalstocks?4.

Innerhalb der genannten Grenzen kann also jede Wachstumsrate des
Kapitalstocks durch eine entsprechende Umverteilung des Einkommens
zu einer gleichgewichtigen Rate im Sinne des Kreislauf-Gleichgewichts

23 Es sind bei der Ableitung zu beachten (17), (18), E = RP und R = 3K.

24 Dieser Zusammenhang ist bereits von Kaldor aufgezeigt worden; vgl.
N. Kaldor, Alternative Theories of Distribution, Review of Economic Studies,
Vol. 23/1955—56, S. 94 ff.
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(I = S) gemacht werden. Eine gleichgewichtige Wachstumsrate im Sinne
von Harrod und Domar ist diese Wachstumsrate des Kapitalstocks
dann, wenn sie konstant ist, wenn also die Realinvestitionen mit der-
selben Rate wachsen wie der Kapitalstock: Wie gezeigt wachsen dann
— bei vorausgesetzter Konstanz des durchschnittlichen Kapitalkoef-
fizienten? — Output und Volkseinkommen mit derselben Rate; das
Preisniveau ist konstant. Erforderlich dafiir ist also — bei voraus-
gesetzter Konstanz des durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten — ledig-
lich, daf3 die Wachstumsrate der Realinvestitionen gleich der des Kapi-
talstocks ist. Da aber, wie gezeigt, bei Variabilitit der Einkommens-
verteilung die Wirtschaft mit einer (innerhalb gewisser Grenzen) be-
liebigen Rate der Kapitalakkumulation wachsen kann, existiert auch
keine bestimmte gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen.
Sie muB nur gleich der des Kapitalstocks sein.

Wenn jedoch im Ausgangszustand eine bestimmte Einkommensver-
teilung angenommen wird und wenn zusidtzlich zu der Bedingung der
Preiskonstanz gefordert wird, da§ die Ausgangs-Einkommensverteilung
sich nicht &ndern soll, sind die Wachstumsraten des Kapitalstocks und
der Investitionen festgelegt. Der gegebenen Einkommensverteilung ent-
spricht dann eine bestimmte Investitionsquote, und diese determiniert
bei gegebenem (marginalen gleich durchschnittlichen) Kapitalkoeffizien-
ten gemiB (21) eine bestimmte Wachstumsrate des Kapitalstocks. Die
Bedingung der Preiskonstanz legt dann gemiB (15b) eine bestimmte
gleichgewichtige Wachstumsrate der Realinvestitionen fest, eben die
des Kapitalstocks.

Wenn daher die Ausgangs-Einkommensverteilung nicht spezifiziert
wird, impliziert bei vorausgesetzter Konstanz des marginalen Kapital-
koeffizienten die Harrod'Domar-Bedingung also lediglich die Konstanz
der Wachstumsrate des Kapitalstocks und keine bestimmte Wachstums-
rate der Investitionen. Wenn Anderungen der Einkommensverteilung
zugelassen werden, kann die Wirtschaft mit jeder Wachstumsrate des
Kapitalstocks und der Investitionen im Gleichgewicht wachsen. Wird
fiir den Ausgangszustand eine andere Einkommensverteilung angenom-
men, so entspricht dieser gemdB den Parametern des Systems eine an-
dere Investitionsquote, eine andere Wachstumsrate des Kapitalstocks
und damit eine andere gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitions-
ausgaben. Fiir die Konstanz des Preisniveaus im Wachstumsprozef
kommt es nicht auf die Héhe der Wachstumsrate des Kapitalstocks an.

25 Variationen der Wachstumsrate des Kapitalstocks sind mit Konstanz des
durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten bei Fehlen von technischem Fortschritt
nur vereinbar, wenn die Elastizitit des Arbeitsangebots unendlich ist. Die
Annahme — bzw. ihr Aquivalent, daB das Arbeitsangebot stets mit derselben
Rate wichst wie die Nachfrage — wird jedoch von der einfachen Theorie des
gleichgewichtigen Wachstums gemacht.

3
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Nach der iiblichen Theorie ist die gleichgewichtige Wachstumsrate
der Investitionen gleich ¢ (1 — ¢) mit konstantem ¢ und c. Da bei Er-
fiilllung der Harrod’Domar-Bedingung das Preisniveau konstant ist,
gibt diese Bedingung mit der gleichgewichtigen Wachstumsrate der
Investitionsausgaben auch die der Realinvestitionen an. Da ceteris
paribus diese Wachstumsrate der Realinvestitionen konstant ist, ist sie
auch gleich der Wachstumsrate des Kapitalstocks?®. Die Harrod’Domar-
Bedingung besagt also, daf die gleichgewichtige Wachstumsrate des
Kapitalstocks gleich dem Produkt aus der aggregierten marginalen
Sparneigung und dem Kapitalkoeffizienten ist. Danach muB also der
Kapitalstock mit einer ganz bestimmten Rate wachsen, wenn dynami-
sches Gleichgewicht — im Sinne der Konstanz des Preisniveaus —
herrschen soll.

Im Gegensatz dazu folgt aus der Gleichgewichtsbedingung (15b) fiir
das erweiterte disaggregierte Modell keine bestimmte Wachstumsrate
des Kapitalstocks. Zwar 148t sich schreiben, wenn auch fiir das Harrod/
Domar-Modell Konstanz der durchschnittlichen aggregierten Sparquote
angenommen wird:

(23) r,= =o(1—c),mitc=%-

| —

XK_,
K

Diese Beziehung ist im disaggregierten Modell jedoch eine reine ex-
post-Beziehung. Sie kann im Harrod’Domar-Modell zur ex-ante-Be-
stimmung des gleichgewichtigen Wachstums der Investitionsausgaben
in der laufenden Periode benutzt werden, weil ¢ vorgegeben und ¢ vor-
aussetzungsgemil konstant ist. In einem disaggregierten Modell ist es
nicht moglich, die obige Gleichung zur ex-ante-Bestimmung des gleich-
gewichtigen Wachstums der Realinvestitionen zu benutzen, weil die
aggregierte durchschnittliche Konsumneigung selbst eine Variable des
Systems ist. Sie hidngt von der Einkommensverteilung ab, die ihrerseits
— wie oben gezeigt — von der Wachstumsrate der Investitionen ab-
hingt. Infolgedessen kann die aggregierte durchschnittliche Konsum-
neigung in einem disaggregierten Modell nicht ihrerseits zur Bestim-
mung des gleichgewichtigen Wachstums des Kapitalstocks und damit
der Investitionen benutzt werden.

Jede Wachstumsrate des Kapitalstocks — und damit der Investitio-
nen — kann also im Sinne von Harrod/Domar gleichgewichtig sein,
vorausgesetzt, da die Einkommensverteilung sich entsprechend an-
passen kann. Der Anpassungsvorgang ist bei Kaldor bereits impliziert?”.
Die Voraussetzung fiir eine hohere Wachstumsrate des Kapitalstocks

28 Vorausgesetzt, da vom Gleichgewicht ausgegangen wird oder die Real-
investitionen lange genug mit einer konstanten Rate gewachsen sind.
27 Vgl. N. Kaldor, a.a.O., S. 94 ff.
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sind hohere Investitionsausgaben. Mit einer Erh6hung der Investitions-
ausgaben steigt das Preisniveau einmalig; in

(15a) (—11! =(1—-cg)lo— [(cL —cg) ).% + (e —cg)i

sinkt also (bei Konstanz von Nominallohnsatz und Beschiftigung) der

1
Reallohn P

tern ein geringerer, den Unternehmern ein gréBerer Teil zu. Da die
Konsumquote der Unternehmer geringer ist als die der Arbeiter, wer-
den durch diese Umverteilung Produktionsfaktoren freigesetzt; dadurch
wird die Erhéhung der Wachstumsrate des Kapitalstocks ermoglicht.
In der monetdren Sphire geht dieser Umverteilungsprozef iiber die
Erhohung der Gesamtausgaben fiir den — infolge Vollbeschédftigung —
unverdnderten Output vor sich. Da zusétzliche autonome Ausgaben in-
folge der Bindung des Faktoreinkommens an den Kapitalstock voll zu
Gewinn werden, ist auch der Anteil der Gewinne am Volkseinkommen
hoéher. Da die Gewinn-Empfinger eine iiberdurchschnittliche Sparnei-
gung haben, ist dann die aggregierte durchschnittliche Sparquote ent-
sprechend grofBer. Aus dem gegebenen Output wird dadurch ein gréBe-
rer Teil fiir reale Investitionen freigesetzt; das ergibt bei dem gegebe-
nen Sachkapitalbestand im Ausgangszeitpunkt eine héhere Wachstums-
rate des Kapitalstocks. Damit das Preisniveau dann im weiteren Wachs-
tum konstant bleibt, kommt es nur darauf an, daB der Kapitalstock mit
dieser (hoheren) Rate weiter wéchst; es wurde oben gezeigt, dal —
bei Konstanz des Kapitalkoeffizienten — die Wachstumsraten des Out-
puts und des Volkseinkommens gleich sind, wenn die Investitionsaus-
gaben mit derselben Rate wachsen wie der Kapitalstock; die letztere
also konstant ist.

einmalig. Vom unveridnderten Output fillt daher den Arbei-

Dieser Umverteilungs-Mechanismus — der also iiber eine einmalige,
exogene Anderung des Reallohnsatzes wirkt — erkléart es auch, warum
in (15b) die Konsumneigungen und der marginale Kapitalkoeffizient,
die nach (15a) die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen
mitbestimmen, nicht mehr enthalten, also offenbar fiir die mit dem
dynamischen Gleichgewicht vereinbare Wachstumsrate der Investitio-
nen ohne Bedeutung sind. Sie sind relevant nur fiir die Héhe des Preis-
niveaus in einem gegebenen Zeitpunkt, nicht fiir die Konstanz des
Preisniveaus im Wachstumsprozef3 selbst. Bei einem parametrischen
Sinken des (durchschnittlichen und marginalen) Kapitalkoeffizienten
nimmt das in einem gegebenen Zeitpunkt der monetidren Nachfrage
gegeniiberstehende Angebot plétzlich ab; das Preisniveau steigt einmal.
Die aggregierte marginale Sparquote dndert sich infolge der die Preis-
steigerung begleitenden Umverteilung des Einkommens; dadurch wird
die alte Wachstumsrate des Kapitalstocks wieder zur Gleichgewichts-
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rate (im Sinne des Kreislaufgleichgewichts). Im Folgenden bleibt das
Preisniveau wieder konstant. Auch jedem spéteren Kapitalstock ent-
spricht ein geringerer Output als bei dem alten (hoheren) Kapitalkoef-
fizienten, aber Output und Volkseinkommen wachsen nach der kompen-
sierenden Anderung der aggregierten marginalen Sparquote wieder mit
derselben Rate, so daf3 das Preisniveau konstant ist. — Das Analoge
gilt, wenn eine Konsumneigung parametrisch groBer wird. Bei Kon-
stanz der Wachstumsrate des Kapitalstocks und des Kapitalkoeffizien-
ten erfolgt eine Umverteilung des Einkommens, die die aggregierte
marginale Sparquote wieder auf die alte H6éhe bringt.

Im Harrod'Domar-Modell bestimmt, wenn zur Konstanz des Kapital-
koeffizienten auch die der aggregierten durchschnittlichen Sparquote
vorausgesetzt wird, die gegebene Sparquote die gleichgewichtige Wachs-
tumsrate des Kapitalstocks. Im disaggregierten Modell kehren sich die
Zusammenhinge um. Hier bestimmt die Wachstumsrate des Kapital-
stocks die gleichgewichtige Sparquote.

Zu beachten ist, daB es hier nur um die gleichgewichtigen Raten geht.
Durch die einmalige Preissteigerung infolge der Anderung eines der
Parameter kann, wenn die Wirtschaft bisher mit der gleichgewichtigen
Rate gewachsen ist, eine Abweichung vom Gleichgewicht ausgeldst
werden, die das Wachstum des Kapitalstocks beschleunigt. Dies betrifft
jedoch die tatsichlichen Wachstumsraten von Kapitalstock, Output und
Volkseinkommen, iiber die das Modell keine Aussagen macht, da es
keine Investitionsfunktion enthilt.

Die Uberlegungen zu den Bedingungen (15a) und 15b) lassen sich
wie folgt zusammenfassen: Wenn ¢ und (1 — c¢) nichts weiter sind als
der augenblickliche marginale Kapitalkoeffizient und die augenblick-
liche aggregierte marginale Sparquote, dann gibt die Harrod Domar-
Gleichung lediglich die Bedingung fiir die Konstanz des Preisniveaus
zu einem gegebenen Zeitpunkt an®. Ausgangspunkt sind dann die lau-
fenden Investitionen, denen gemiR dem marginalen Kapitalkoeffizien-
ten ein bestimmter Outputzuwachs entspricht. GeméaB der aggregierten
marginalen Sparquote ist dann eine bestimmte Zunahme der Investi-
tionen erforderlich, damit der Nachfragezuwachs geschaffen wird, der
den zusitzlichen Output zu konstanten Preisen absorbiert. Dieser kurz-
fristigen Interpretation der Harrod Domar-Gleichung entspricht die
Bedingung (15a). Sie unterscheidet sich von der ersteren nur dadurch,
daB (1 —cg) statt (1 —c) steht (weil die zusdtzlichen Investitionsaus-
gaben allein den Gewinn-Empfiangern zuflieBen), und dadurch, daB ein
zusitzliches Glied auftritt (weil infolge des Umverteilungseffektes der
Investitionen die monetdre Nachfrage bereits aufgrund der laufenden
Investitionen wichst).

28 Vgl. jedoch Abschnitt IV Ziffer 3.
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Wenn die Harrod/Domar-Formel jedoch als Bedingung fiir das lang-
fristige dynamische Gleichgewicht, fiir die Konstanz des Preisniveaus
im WachstumsprozeB3, aufgefallt wird, miissen der marginale Kapital-
koeffizient und die aggregierte marginale Sparquote als konstant?® und
gleich den entsprechenden DurchschnittsgroBen® betrachtet werden.
Dann zeigt die Gleichung (15b), daB die-Harrod’Domar-Bedingung zwar
hinreichend, nicht aber notwendig fiir das dynamische Gleichgewicht
ist. Wenn der marginale Kapitalkoeffizient gleich dem durchschnitt-
lichen ist, steht bei gegebener Hohe der laufenden Investitionen der
Zuwachs des Kapitalstocks in einem bestimmten Verhiltnis zur absolu-
ten Hohe des Kapitalstocks, der Zuwachs des Outputs zur absoluten
Hoéhe des Outputs und der Zuwachs des Faktoreinkommens zum lau-
fenden Faktoreinkommen; und zwar sind alle diese Wachstumsraten
gleich. Daher miissen auch die Gewinne mit derselben Rate wachsen
wie der Kapitalstock, und das ist der Fall, wenn die Investitionen mit
dieser Rate wachsen. Die Konstanz der Wachstumsrate des Kapital-
stocks ist dann die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das
dynamische Gleichgewicht. Da die Hohe der Investitionsausgaben im
Ausgangszeitpunkt eine exogene Grofe ist, sind die Wachstumsraten
des Kapitalstocks im Ausgangszeitpunkt und damit der Investitionen
durch die Bedingung der Konstanz des Preisniveaus im Wachstums-
prozeB allein noch nicht festgelegt. Das ist erst dann der Fall, wenn
im Ausgangszeitpunkt eine bestimmte Einkommensverteilung ange-
nommen und zusdtzlich gefordert wird, daB letztere konstant bleiben
soll.

6. Wenn die Konstanz des durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten —
und damit die Giiltigkeit der Gleichungen (17) und (18) — sowie die
Konstanz der individuellen durchschnittlichen Sparquoten vorausgesetzt
werden, kann das Ergebnis der Uberlegungen zur Multiplikatortheorie
in Abschnitt II weiter ausgebaut werden. Die iibliche Multiplikator-
formel 148t sich dann schreiben3!

(24) dE = g a1

(1—cg) o— [(cL— cG)Z% +(cz — cg)i

Es 148t sich dann fragen, unter welchen Bedingungen der Einkommens-
zuwachs nach der iiblichen Multiplikatorformel bei demselben Zuwachs

20 Daf3 beim Harrod/Domar-Ansatz die marginale Sparquote als konstant
angenommen wurde, geht daraus hervor, daB andernfalls das Einkommen
in der Bedingung auftreten miifite.

30 Betr. die Gleichheit von marginalem und durchschnittlichem Kapital-
koeffizienten vgl. die Ableitung der Gleichungen (17) und (18). Ein konstantes
Glied in der Sparfunktion kann im langfristigen Wachstum vernachléssigt
werden.

31 Vgl. Anhang B, I f).
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der Investitionsausgaben gleich dem Einkommenszuwachs nach dem
disaggregierten Modell ist.

Wenn (12) und (24) verglichen werden, ergibt sich unter der Vor-
aussetzung ¢ = 2"

(25

all=
VIA
-

Diese Gleichung besagt: Die Erhéhung des Volkseinkommens, die von
der iiblichen Multiplikatorformel angegeben wird, ist dann gleich der
Einkommenszunahme nach dem disaggregierten Modell, wenn die Zu-
nahme der Investitionsausgaben der gleichgewichtigen Wachstumsrate
entspricht. Wachsen die Investitionen schneller, so gibt die {iibliche
Multiplikatorformel einen zu hohen Einkommenszuwachs an.

Um die Multiplikatorformeln nach dem tiiblichen und nach dem dis-
aggregierten Modell vergleichbar zu machen, mufl die aggregierte Kon-
sumneigung c¢ im tblichen Modell als durchschnittliche Konsumquote
interpretiert werden:

cLL+cZZ+cGG _

l—c=1-— E

1—

(¢, —cg)L+(cz —cp)Z
Cq — E

AuBlerdem ist von der gleichen Einkommensverteilung (und damit der
gleichen Investitionsquote) auszugehen. Dann ist auch die aggregierte
durchschnittliche Sparquote im {iblichen und im disaggregierten Multi-
plikatormodell gleich. Die Voraussetzung der Konstanz der durch-
schnittlichen aggregierten Sparquote fiir das {bliche Multiplikator-
modell erfordert die Konstanz der Einkommensverteilung. Wenn auch
im disaggregierten Modell die Einkommensverteilung und damit die
aggregierte durchschnittliche Sparquote konstant bleiben, mufl also in
beiden Féllen dem gleichen Zuwachs der Investitionsausgaben die
gleiche Zunahme des Einkommens entsprechen. Die Bedingung fiir die
Konstanz der Einkommensverteilung im disaggregierten Modell ist nun
identisch mit der Bedingung fiir die Konstanz des Preisniveaus. Daher
ist der Zuwachs des Volkseinkommens nach dem iiblichen und dem
disaggregierten Multiplikatormodell gleich, wenn der Zuwachs der
Investitionsausgaben der gleichgewichtigen Wachstumsrate entspricht.
Dabher ist die Bedingung (25) identisch mit der Bedingung (15b) fiir die
Konstanz des Preisniveaus.

In diesem Fall — bei konstanter Wachstumsrate des Kapitalstocks —
kompensiert der Einkommenseffekt der zusédtzlichen Investitionen den
Umverteilungseffekt der laufenden Investitionen, so dafl die Einkom-
mensverteilung und die durchschnittliche Sparquote konstant bleiben.
Wird dann in beiden Modellen von derselben Einkommensverteilung
(und daher derselben Sparquote) ausgegangen, mufl derselbe Zuwachs
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der Investitionen zur selben Einkommenserh6hung fithren. — Sind nun
jedoch die zuséitzlichen Investitionen so grof}, daB die Wachstumsrate
der Investitionen hoher wird als die des Kapitalstocks — die letztere
also steigt —, so verschiebt sich die Verteilung des Volkseinkommens
zugunsten der Gewinne; die durchschnittliche Sparquote steigt. Der
Einkommenszuwachs ist daher kleiner als von der {iiblichen Multi-
plikatorformel angegeben wird, fiir die eine konstante durchschnittliche
Sparquote angenommen wurde. Umgekehrt steigt bei einem Sinken
der Wachstumsrate des Kapitalstocks der Anteil der Faktorbesitzer am
Volkseinkommen; die durchschnittliche Sparquote sinkt; die {ibliche
Multiplikatorrelation gibt hier einen zu geringen Einkommenszuwachs
an.

Dieses Ergebnis hat offenbar Bedeutung fiir den Fall einer Abwei-
chung vom gleichgewichtigen Wachstumspfad. Die Variabilitiat der Ein-
kommensverteilung in Abhingigkeit von der Wachstumsrate des
Kapitalstocks wirkt stabilisierend. Es sei angenommen, die Wachstums-
rate der Investitionen steige liber den nach der Gleichgewichtsbedin-
gung zulidssigen Wert und bleibe dann konstant (von den selbstverstér-
kenden Kriften des Ungleichgewichts wird hier also abgesehen). Nach
der Harrod/Domar-Bedingung bleibt diese Situation ein Ungleich-
gewicht, solange Kapitalkoeffizient und/oder Sparquote sich nicht
dndern; das Preisniveau steigt, solange die tatséchliche Wachstumsrate
der Investitionen iliber der gleichgewichtigen liegt.

Im Gegensatz dazu wird im disaggregierten Modell das Gleichgewicht
automatisch wiederhergestellt. Zunichst steigt die Wachstumsrate der
(Real-) Investitionen (r*) liber die des Kapitalstocks (r,). Die Einkom-
mensverteilung verschiebt sich zugunsten der Gewinne; die durch-
schnittliche aggregierte Sparquote steigt. Die Wachstumsrate des Kapi-
talstocks nimmt zu. Dieser Prozefl dauert — mit abnehmender Rate der
Preissteigerung — solange an, bis die Wachstumsrate des Kapitalstocks
die der Investitionen erreicht hat. Dann hat sich die Einkommensver-
teilung so gedndert, daB die Wachstumsrate des Kapitalstocks wieder
durch die Sparquote ,gerechtfertigt® wird; Output, Volkseinkommen,
Faktoreinkommen und Gewinne wachsen wieder mit derselben Rate;
Preisniveau und Einkommensverteilung sind konstant. Das gleich-
gewichtige Wachstum ist also stabiler als es nach der Harrod/Domar-
Formel den Anschein hat.

7. Gegeniiber einigen Ergebnissen des vorliegenden Abschnittes ist
jedoch ein Vorbehalt angebracht, der aus der auBlerordentlichen Ein-
fachheit des Modells resultiert, das analog zur Harrod’Domar-Theorie
des gleichgewichtigen Wachstums aufgestellt wurde. Dieser Vorbehalt
betrifft die Aussagen, die aus dem Modell unter der Voraussetzung der
Konstanz des durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten (6 = 2) und daher
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mit Hilfe der Gleichungen (17) und (18) abgeleitet worden sind. Wichtig
fiir die Giiltigkeit dieser Aussagen ist ndmlich, da8 der Mechanismus
der Einkommens-Umverteilung frei spielen kann.

In der Realitdt gibt es sicher gewisse Grenzen fiir diesen Mechanis-
mus, die sehr verschiedenartig sein konnen: (a) die Zentralbank stellt
die fiir eine Erhohung des Anteils der Gewinne am Volkseinkommen
erforderliche zusétzliche Geldmenge nicht zur Verfiigung. Die Investi-
tionsquote und daher die Wachstumsrate des Kapitalstocks kénnen
dann nicht steigen. (b) Die Gewerkschaften stellen bei einer Steigerung
der Wachstumsrate der Investitionsausgaben der Zunahme des Gewinn-
anteils am Volkseinkommen inflationistische Lohnforderungen entge-
gen®, so daB r* nicht durch eine Angleichung von r, wieder gleich-
gewichtig werden kann. (¢) Es werden andere Grenzen, z.B. die von
Kaldor angefiihrten Nebenbedingungen®, wirksam. In diesen Fillen,
in denen der Umverteilungs-Mechanismus an diese Grenzen st68t, wird
jedoch der Rahmen der einfachen Theorie des gleichgewichtigen Wachs-
tums verlassen; das Problem geht in die Konjunkturtheorie iiber.

v

In der Harrod/Domarschen Theorie des gleichgewichtigen Wachstums
wird der marginale Kapitalkoeffizient als exogen gegeben3 betrachtet.
Entsprechend war im vorliegenden Modell bisher Proportionalitédt zwi-
schen den Zuwichsen an Sachkapital und Beschidftigung angenommen
worden. Das ist bei Fehlen von technischem Fortschritt nur zulissig,
wenn das Arbeitsangebot vollig elastisch ist oder angenommen wird,
daB die Bevilkerung stets mit derselben Rate wichst wie der Kapital-
stock, so daB das Lohnniveau konstant bleibt. Andernfalls miifite sich
das Faktorpreisverhéltnis &ndern, und daher kénnten das marginale
Arbeit/Kapital-Verhéltnis 2 =g—ﬁ und der marginale Kapitalkoeffi-
zient nicht mehr als exogen gegeben betrachtet werden. Daher ist im
vorliegenden Modell das Lohnniveau bisher als konstant angenommen
worden. Die Voraussetzung, da 1 und damit der marginale Kapital-
koeffizient exogen vorgegebene Grofen sind, ist in einer Theorie des
wirtschaftlichen Wachstums jedoch unrealistisch. Das Reallohn-Niveau
ist laufend gestiegen; der Kapitalstock ist schneller gewachsen als die
Beschiftigung. Langfristig und fiir die Gesamtwirtschaft sind die

32 Vgl. Robinsons ,inflation barrier“; J. Robinson, The Accumulation of
Capital, 2. Aufl.,, London 1958, S. 73 ff.

33 Vgl. N. Kaldor, a.a.0., S. 97 ff.

3¢ Wenn die Harrod/Domar-Formel als Bedingung fiir das langjfristige
dynamische Gleichgewicht interpretiert wird, mu3 der marginale Kapital-
koeffizient als konstant (und gleichh dem durchschnittlichen) vorausgesetzt
werden.
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Produktionsfaktoren substituierbar, auch wenn sie es kurzfristig fir
eine einzelne Unternehmung nicht sind. Selbst wenn der Kapital-
koeffizient statistisch als im Trend konstant nachgewiesen werden
kénnte, miiBte in einem theoretischen Modell die Substituierbarkeit
von Arbeit und Kapital beriicksichtigt werden, da eine empirisch gefun-
dene Konstanz des Kapitalkoeffizienten das Resultat mehrerer Ein-
fliisse sein kann, die nicht notwendigerweise immer in gleicher Rich-
tung und Stédrke wirksam zu sein brauchen.

Im Folgenden wird die Annahme, daB der marginale Kapitalkoeffi-
zient eine autonome exogen vorgegebene Grofle ist, dadurch ersetzt,
daB in einfacher Form die Faktoren in das Modell eingebaut werden,
die das marginale Kapital/Arbeit-Verhidltnis und damit den marginalen
Kapitalkoeffizienten bestimmen.

Wenn der Kapitalkoeffizient nicht mehr als autonome, exogen gege-
bene GroBe, sondern als eine Variable im WachstumsprozeB betrachtet
wird, entfédllt der Unterschied zwischen der gleichgewichtigen und der
natlirlichen Wachstumsrate, der in den Theorien des gleichgewichtigen
Wachstums moglich ist. Es ist die dritte These dieses Beitrags, daf die
gleichgewichtige und die natiirliche Wachstumsrate identisch sind. Zur
Begriindung dieser These mufl das Beziehungssystem durch eine Funk-
tion erweitert werden, die das Lohnniveau bestimmt. Der Wert des
Kapitalkoeffizienten hingt vom Kapital/Arbeit-Verhiltnis ab, und die-
ses wird auch gesamtwirtschaftlich wesentlich von der Faktorpreis-
relation, vom Verhiltnis des Lohnniveaus zu den Kosten des Kapital-
einsatzes, bestimmt.

1. Zur Bestimmung der Anderung des Lohnniveaus wird eine ein-
fache lineare Beziehung zwischen Nominallohn und Beschéftigung an-
genommen:

(10) dl=b-dA 4+ A-db

Dabei gibt das Glied A-db die Zunahme des Arbeitsangebots infolge
des Bevolkerungswachstums wieder. Es wird also angenommen, daf
sich das Bevolkerungswachstum darin auswirkt, daB zu den bisherigen
Anbietern von Arbeitsleistung neue mit derselben Angebotskurve hin-
zukommen. Das bedeutet, da zur Ermittlung des gesamten Arbeits-
angebots iiber eine groBere Zahl von Kurven aggregiert wird, so daf3
die Steigung der Gesamt-Angebotskurve (b) kleiner wird.

In einem gegebenen Augenblick ist das Arbeitsangebot also nur eine
Funktion des Nominallohn-Niveaus. Es ist moglich, durch Einbeziehung
des Preisniveaus in geeigneter Form das Angebot vom Reallohn- statt
vom Nominallohn-Niveau abhingig zu machen. An den Ergebnissen
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wiirde sich dadurch jedoch im Prinzip nichts dndern3; daher wird der
Einfachheit halber darauf verzichtet.

In Erweiterung des Modells wird ein Proportionalititsfaktor A fiir
das Verhiltnis der Beschiftigung zum Kapitalstock im Ausgangszeit-

punkt definiert als Z=ﬂ%. Dabei ist 8 ein Parameter, der von der

Produktionsstruktur und dem Stand des technischen Wissens abhingt?®,
Er wird im Folgenden formal konstant gehalten, obwohl systematische
Anderungen verbal beriicksichtigt werden konnen. Der Zinssatz i ist
wie bisher konstant. — Da nunmehr 1 variabel sein soll, ist (6) umzu-
formulieren zu

(62) dA = 1dK — JK -%.

Das Kapital/Arbeit-Verhiltnis wird also jetzt als abhingig von der
Faktorpreisrelation betrachtet. Als Kostenpreis des Kapitaleinsatzes
wird dabei der Zinssatz verwandt.

Die Bestimmung des Kapital/Arbeit-Verhiltnisses konnte jedoch
auch in anderer Weise erfolgen. Es koénnte argumentiert werden, dafl
fiir die Kapitalintensitat der Produktion nicht so sehr das Verhiltnis
von Lohnsatz zu Zinssatz als vielmehr der Reallohn bestimmend sei;
und zwar in der Weise, daB eine Steigerung des Reallohns zu einer
Substitution von Arbeit durch Kapital fiihrt. Diese These und ihre
Konsequenzen fiir die Formulierung der Ergebnisse der vorliegenden
Untersuchung werden im Anhang diskutiert’”. Es zeigt sich, dal die
Ersetzung des Faktorpreisverhéltnisses durch den Reallohn als Bestim-
mungsgrund fiir die Faktorkombination an den Bedingungen fiir das
langfristige dynamische Gleichgewicht bei Variabilitit des Kapital-
koeffizienten nichts dndert. Fiir die Beibehaltung der Beziehung (6a)
als Bestimmungsgleichung fiir die Faktorkombination spricht jedoch
nicht nur die Tatsache, da sie die Einbeziehung des Substitutions-
prinzips in die makrodkonomische Wachstumstheorie nach der klas-
sischen Tradition erlaubt, sondern auch der Umstand, dafl die Formu-
lierung der Ergebnisse formal einfacher wird.

Unter Einbeziehung der Gleichung (10) und Beachtung der Anderung
in (6) ist nun zunichst die Wachstumsrate des Outputs zu errechnen.
Es ergibt sich

dR _ o

(26) R=3% -

35 Vgl. E. Scheele, Die Stabilitit des gleichgewichtigen Wirtschaftswachs-
tums und das Problem der finanzpolitischen Preisstabilisierung, in: Gestal-
tungsprobleme der Weltwirtschaft, Festschrift fiir A. Predohl, herausgegeben
von H. Jilirgensen, Gottingen 1964.

36 Vgl. Anhang B, II b).

87 Vgl. Anhang C.
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Dabei ist der marginale Kapitalkoeffizient3®

_dR_ all aibA T

=& ~1+bA X T7ba T,

jetzt tber 7 vom Faktorpreisverhéltnis — d. h. bei gegebenem Zins-
niveau vom Lohnniveau — sowie von der Wachstumsrate der Bevdlke-
db
b
des durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten

= k13= al +k ist das durchschnittliche Arbeit/Kapital-Verhéltnis

A - 1 eine gegebene AusgangsgroBe. Das marginale Arbeit/Kapi-

rung rp = und der des Kapitalstocks (r,) abhédngig. In der Definition

K "1
tal-Verhiltnis3®
dA 71 ZbA T

dK  1+bA 1+bA T,

ist abhingig von der Elastizitit des Arbeitsangebots in bezug auf den
Lohnsatz sowie von den Wachstumsraten der Bevélkerung und des
Kapitalstocks.

GemaiB (26) ist die Wachstumsrate des Outputs nicht mehr notwen-
digerweise gleich der des Kapitalstocks (r,) wie bisher, als die Konstanz
des Kapitalkoeffizienten einfach vorausgesetzt wurde. Die Wachstums-
raten des Outputs und des Kapitalstocks sind — wie zu erwarten —
vielmehr nur dann gleich, wenn marginaler und durchschnittlicher
Kapitalkoeffizient gleich sind (6 = 2, also der durchschnittliche Kapital-
koeffizient konstant ist.

Die Konstanz des (durchschnittlichen) Kapitalkoeffizienten ist aber
an bestimmte Voraussetzungen gebunden. Es ist angenommen worden,
dafl die aggregierte Produktionsfunktion vom Cobb-Douglas-Typ ist,
d. h. daB Output und Kapitalstock mit derselben Rate wachsen, wenn
das Arbeit/Kapital-Verhiltnis unverdndert bleibt; a und k sind dann
konstant. Bei sinkendem Arbeit/Kapital-Verhéltnis wichst der Output
langsamer als der Kapitalstock; k nimmt stirker ab als a zunimmt.

Bei Fehlen von technischem Fortschritt kann 5 also nur dann kon-
stant und damit gleich ¢ bleiben, wenn das Arbeit/Kapital-Verhiltnis
A dA
K~ dK
mit derselben Rate wie der Kapitalstock, wenn das Faktorpreisver-
héltnis konstant bleibt; das bedeutet bei der angenommenen Konstanz
des Zinsniveaus, da das Lohnniveau sich nicht &ndern darf. AuBlerdem

konstant, also ist. Die Beschéftigung wachst aber nur dann

setzt die Konstanz von 2 voraus, daf 7 konstant bleiben mufl, und
dafiir ist ebenfalls Konstanz des Lohnniveaus erforderlich.

38 Vgl. Anhang B, II c).
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Wenn die Arbeitsnachfrage mit dem Kapitalstock wichst, ist Kon-
stanz des Lohnniveaus jedoch nur in zwei Féllen moglich:

(a) Das Arbeitsangebot ist vollig elastisch. Dann ist in (10) der Koeffi-
zient b gleich Null und db ist gleich Null, so da dl =0 erfiillt
ist. Aus der Bestimmungsgleichung fiir das marginale Arbeit/

Kapital-Verhiltnis folgt dann gl% = 7. Aus der Definition des mar-

ginalen Kapitalkoeffizienten folgt dann o = al + k. Beschiftigung
und Kapitalstock wachsen dann proportional; die Grenzproduk-
tivitdten sind konstant, so dafl auch ohne technischen Fortschritt
o = 2 ist und der Output mit derselben Rate wichst wie der Kapi-
talstock.

(b) Die Wachstumsrate des Kapitalstocks ist gleich der des Arbeits-

dl bA

T=m (I‘o + I'b).
Da bei wachsendem Arbeitsangebot b kleiner wird, ist rp negativ
und dl=0, wenn Kapitalstock und Bevdlkerung mit derselben

Rate wachsen. Aus der Bestimmungsgleichung fiir das marginale

angebots (r, = —rp). Aus (6a) und (10) folgt dann

Arbeit/Kapital-Verhiltnis folgt fiir r, = — rp, dall g_ﬁ — 7. Ausder

Definition des marginalen Kapitalkoeffizienten ergibt sich o = al +k.
Wenn also die Wachstumsrate des Kapitalstocks gleich der des
Arbeitsangebots ist, bleibt das Lohnniveau konstant; Beschiftigung
und Kapitalstock wachsen proportional. Die aggregierten Grenz-
produktivititen und die durchschnittliche Arbeitsintensitdt der
Produktion dndern sich nicht, so da auch ohne technischen Fort-
schritt der Kapitalkoeffizient konstant bleibt (6 = 2) und der Out-
put mit derselben Rate wichst wie der Kapitalstock.

Der nicht-neutrale technische Fortschritt soll im Folgenden ausge-
schlossen bleiben, um soweit wie moglich die Voraussetzungen der
Harrod/Domarschen Wachstumstheorie beizubehalten. Der durchschnitt-
liche Kapitalkoeffizient kann jedoch auch bei steigendem Lohnniveau
und entsprechender Abnahme des Arbeit/Kapital-Verhéltnisses kon-
stant bleiben, wenn die Anderung der aggregierten Grenzproduktivi-
tiaten infolge der Faktorsubstitution und das ,Defizit an Beschéftigung*
selbst (das in der Abnahme von 1 infolge der Steigerung des Lohn-
niveaus zum Ausdruck kommt) durch neutralen technischen Fortschritt
kompensiert werden. Fiir die Anderung des Outputs ist bei technischem
Fortschritt zu schreiben?®®
(7a) dR=a-dA+k-dK+ A-da+ K-dk

39 Der neutrale Charakter des technischen Fortschritts kommt darin zum

Ausdruck, dag da = dk ist.
a k
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Zur Vereinfachung soll angenommen werden, da die Bevélkerung
konstant und die Elastizitdt des Arbeitsangebots kleiner als Unendlich
ist. Wenn die Arbeitsnachfrage mit dem Kapitalstock wichst, steigt
daher das Lohnniveau gemif

(10a) dl=b-dA

und das marginale Arbeit/Kapital-Verhiltnis sinkt:

Fiir den marginalen Kapitalkoeffizienten folgt aus (6a), (7a) und (10a):

Al 7da+dk
a_al+bA+k+ r, ’

wobei der Zihler des zweiten Gliedes den (neutralen) technischen
Fortschritt wiedergibt. Das Wachstum des Kapitalstocks fiihrt also
infolge der steigenden Arbeitsnachfrage zu einer Erhéhung des
Bi
_ 1+DbA
wie das durchschnittliche (1); insofern sinkt also der marginale
Kapitalkoeffizient. Die Erhéhung des Lohnniveaus fiihrt zur Sub-
stitution von Arbeit durch Kapital; die Beschidftigung waichst lang-
samer als der Kapitalstock. Daraus folgen eine Abnahme von k und
eine Zunahme von a, die sich aber nicht ausgleichen, so daBl auch aus
diesem Grunde der marginale Kapitalkoeffizient sinkt. Die Anderungen
des marginalen und durchschnittlichen Arbeit/Kapital-Verhéltnisses
und der aggregierten Grenzproduktivitdten sind dabei eine Funktion
der Differenz zwischen den Wachstumsraten der Bevolkerung und des
Kapitalstocks. Die Abnahme des marginalen Kapitalkoeffizienten in-
folge des Sinkens des Arbeit/Kapital-Verhiltnisses kann jedoch durch
den (neutralen) technischen Fortschritt ausgeglichen werden.

sinkt daher ebenso

Lohnsatzes. Das marginale Verhiltnis

Wenn die Bevolkerung wachsen und der Kapitalstock mit der Rate
der Bevdlkerungszunahme expandieren wiirde, wire das marginale
gleich dem durchschnittlichen Arbeit/Kapital-Verhiltnis, wie oben
gezeigt. Der neutrale technische Fortschritt wiirde dann den margi-
nalen Kapitalkoeffizienten iiber den durchschnittlichen erhdhen; der
letztere wiirde steigen. Diese Zunahme des durchschnittlichen Kapital-
koeffizienten kann dadurch aufgehoben werden, daB das Wachstum
des Kapitalstocks iiber der Zunahme der Bevélkerung liegt. Geht der
(neutrale) technische Fortschritt mit einer konstanten Rate vor sich,
kann also die Wachstumsrate des Kapitalstocks um diesen Prozentsatz
iiber der Wachstumsrate der Bevilkerung liegen, ohne daB der durch-
schnittliche Kapitalkoeffizient sinkt.
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Die Summe der Wachstumsrate der Bevilkerung und der Rate des
technischen Fortschritts ist die natiirliche Wachstumsrate Harrods?®
(ra). Wenn der Kapitalstock mit dieser Rate expandiert, steigt das
Lohnniveau, und der Kapitalstock wichst schneller als die Beschéfti-
gung. Die Anderungen der aggregierten Grenzproduktivititen und des
Arbeit/Kapital-Verhéltnisses infolge der Faktorsubstitution werden
jedoch durch den technischen Fortschritt kompensiert, so daf der
Kapitalkoeffizient konstant bleibt (¢ = 2). Die Wachstumsrate des Out-
put ist gleich der des Kapitalstocks.

Wird das Tempo der Kapitalakkumulation iiber die natiirliche Rate
hinaus erhsht (ro > ry), so gleicht der (neutrale) technische Fortschritt
das ,Defizit* an Beschdftigung nicht mehr aus. Das Lohnniveau steigt
so schnell, daB die Abnahme des Arbeit/Kapital-Verhéltnisses infolge
des Substitutionseffektes durch den neutralen technischen Fortschritt
nicht mehr kompensiert wird*!. Die aus der Faktorsubstitution resul-
tierende Differenz zwischen der Abnahme der aggregierten Grenz-
produktivitidt des Kapitals und der Zunahme der aggregierten Grenz-
produktivitit der Arbeit sowie die Abnahme des Arbeit’Kapital-Ver-
Léltnisses werden so groB, daB der (neutrale) technische Fortschritt es
nicht verhindern kann, dafl der marginale Kapitalkoeffizient unter den
durchschnittlichen sinkt. Wenn die Wachstumsrate des Kapitalstocks
tiber der natiirlichen liegt (r, > ry), wichst zwar der Output schneller
als wenn die beiden Raten gleich sind, da r, dann gréfler ist, aber der
Output wichst langsamer als der Kapitalstock, da ¢ <2 ist. Umgekehrt
wiirde der durchschnittliche Kapitalkoeffizient steigen (¢ > 2), wenn
die Wachstumsrate des Kapitalstocks unter der natiirlichen Rate lége;
der Output wiirde dann schneller wachsen als der Kapitalstock. Liegt
die Wachstumsrate des Kapitalstocks nicht nur unter der natiirlichen
Rate, sondern auch unter der Rate des Bevolkerungswachstums, so ist
jedoch Voraussetzung fiir ein weiteres Steigen des durchschnittlichen
Kapitalkoeffizienten — also fiir die volle Absorption des jeweiligen
Arbeitsangebots —, daB das Lohnniveau sinkt, damit der Substitutions-
effekt wirksam werden kann.

2. Aus dem Beziehungssystem folgt als Bedingung fiir das dyna-
mische Gleichgewicht, d. h. fiir die Konstanz des Preisniveaus®
2—0 I ™ o
@ S reeEil )
Die Konstanz der Wachstumsrate des Kapitalstocks und damit der der
Investitionsausgaben (r* =r,) geniigt jetzt also fiir die Erfiillung der

40 Vgl. R. Harrod, a.a.0., S. 81.

41 Eine eventuelle Wechselwirkung zwischen dem Steigen des Lohnniveaus
und der Rate des technischen Fortschritts wird hier vernachléssigt.

42 Vgl. Anhang B, II e).
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Harrod/Domar-Gleichgewichtsbedingung nicht mehr. AuBferdem muB
der Kapitalkoeffizient konstant sein (¢ = 2). Dies ist — wie oben ge-
zeigt — der Fall, wenn der Kapitalstock mit der natlirlichen Rate
wachst (ro = rp).

Es sind also nicht mehr beliebige Wachstumsraten des Kapitalstocks
im Wirtschaftswachstum mit Preiskonstanz vereinbar. Gleichgewichtige
und natiirliche Wachstumsrate des Kapitalstocks fallen zusammen. Im
stetigen langfristigen Wachstum, wenn der Kapitalstock konstant mit
der natiirlichen Rate wéchst, ist die Wachstumsrate der Realinvesti-
tionen gleich der des Kapitalstocks, und bei Preiskonstanz ist die
Wachstumsrate der Investitionsausgaben gleich der der Realinvesti-
tionen. Auch die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionsaus-
gaben kann also nicht mehr (innerhalb gewisser Grenzen) beliebige
Werte haben — wie es bisher der Fall war, wenn keine bestimmte
Einkommensverteilung im Ausgangszeitpunkt zugrundegelegt wurde —;
sie ist vielmehr identisch mit der natiirlichen Wachstumsrate.

Wenn die Summe der Raten des Bevilkerungswachstums und des tech-
nischen Fortschritts (die natiirliche Wachstumsrate) konstant sind, ist lang-
fristig Konstanz des Preisniveaus (langfristiges dynamisches Gleichge-
wicht) also nur bei Konstanz des Kapitalkoeffizienten und der Wachstums-
rate des Kapitalstocks (6 = 2 und r* =r, = ry) méglich. Kurzfristig kann
dasPreisniveau, wenn z.B.r,>r; sein sollte, auch bei sinkendem Kapital-
koeffizienten (0 << 2) stabil bleiben, wenn die Wachstumsrate des Kapi-
talstocks entsprechend reduziert wird (r* <r,), so daB das Volksein-
kommen nicht schneller wichst als der Output. So lange jedoch die
Wachstumsrate der Realinvestitionen kleiner ist als die des Kapital-
stocks, sinkt die letztere. Sie muB sich also einmal wieder an die
natiirliche Rate angleichen; wenn das der Fall ist, bleibt der Kapital-
koeffizient konstant, und das dynamische Gleichgewicht erfordert
wieder die Konstanz der Wachstumsrate des Kapitalstocks. Da ein
dauerndes Steigen oder Sinken der natlirlichen Wachstumsrate nicht
infrage kommt, ist die plausibelste langfristige Hypothese die der
Konstanz von r,. Dann erfordert das gleichgewichtige Wachstum auch
die Konstanz der Wachstumsrate der Realinvestitionen, die gleich der
des Kapitalstocks und damit gleich der natiirlichen Rate ist. Nur wenn
der Kapitalstock mit der natiirlichen Rate wichst, bleibt der Kapital-
koeffizient konstant. Der Output wichst dann mit derselben Rate wie
der Kapitalstock. Nur wenn die Realinvestitionen mit derselben Rate
wachsen wie der Kapitalstock, bleibt die Wachstumsrate des Kapital-
stocks konstant und gleich der natiirlichen Rate. Das Volkseinkommen
wichst dann mit derselben Rate wie der Kapitalstock. Output und
Volkseinkommen wachsen dann also mit derselben Rate; das jeweilige
zusitzliche Angebot wird laufend zu konstanten Preisen abgenommen;

4 Schriften d. Vereins £. Socialpolitik 42
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der Ausnutzungsgrad der Produktionskapazititen bleibt gleich. Die
Investitionsquote und damit die Einkommensverteilung sind dann
ebenfalls konstant.

Aus der Beziehung (27), der ja die Harrod Domar-Gleichgewichts-
bedingung zugrundeliegt, kann die gleichgewichtige Wachstumsrate der
Realinvestitionen ermittelt werden. Sie ist identisch mit der gleich-
gewichtigen Wachstumsrate der Investitionsausgaben. Nach Auflésung
und Umformung ergibt sich?

(27a) r,=2 1—(cL%+cZ%+ch) —(Z—-09(1—-cp)

Auch hier zeigt sich, daf die gleichgewichtige Wachstumsrate der In-
vestitionen erst dann numerisch festliegt, wenn eine bestimmte Ein-
kommensverteilung im Ausgangszustand angenommen wird. Wenn
dann die Konstanz des Kapitalkoeffizienten vorausgesetzt wird (¢ = 2),
ist die Gleichung (27a) eine véllige Entsprechung zur Harrod Domar-
Formel. Sie unterscheidet sich von der letzteren nur dadurch, da die
aggregierte marginale Konsumneigung hier ausgeschrieben ist als der
mit den betreffenden Anteilen am Volkseinkommen gewogene Durch-
schnitt der Konsumneigungen der drei Gruppen von Einkommensbe-

ziehern.

3. Die Gleichung (27a) zeigt aber, daB die Harrod'Domar-Bedingung
nur im langfristig gleichgewichtigen Wachstum gilt, da sie die Kon-
stanz des Kapitalkoeffizienten impliziert. Die gleichgewichtige Wachs-
tumsrate der Investitionen ist nur dann gleich dem Produkt aus dem
marginalen Kapitalkoeffizienten und der aggregierten Sparquote, wenn
der marginale gleich dem durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten (6=2),
der letztere also konstant ist. Das ist jedoch nur dann der Fall, wenn
die Wachstumsrate des Kapitalstocks konstant und gleich der natiir-
lichen Rate (r* =r, =ry) ist.

Wenn die Wachstumsrate des Kapitalstocks konstant (r* =r,) iiber
der natiirlichen Rate liegt (ro>>r;), wiachst die Arbeitsnachfrage
schneller als mit dem Gleichgewicht vereinbar ist; das Lohnniveau
steigt so stark, daB die eintretende Substitution von Arbeit durch
Kapital vom technischen Fortschritt nicht mehr kompensiert wird; der
Kapitalkoeffizient sinkt; es wird o <{ 2. Die Beziehung (27a) zeigt, daB
die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen dann kleiner
wird. Wiirde die Wachstumsrate der Realinvestitionen gleichbleiben,
so wiirde das Volkseinkommen gemaf34
dE 1 o
@8 E ot googE-1® 3%

43 Vgl. Anhang B, II e).
44 Vgl. Anhang B, II d).
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mit einer groferen Rate wachsen als der Kapitalstock, wihrend der
Output infolge der Abnahme des Kapitalkoeffizienten mit einer gerin-
geren Rate wichst als der Kapitalstock. Das Preisniveau wiirde daher
steigen; die Harrod Domar-Gleichgewichtsbedingung wire nicht mehr
erfiillt. Soll sie erfiillt bleiben, so muB die Wachstumsrate des Volks-
einkommens auf die des Outputs, also unter die Wachstumsrate des
Kapitalstocks, reduziert werden. Das ist nur méglich durch eine Ver-
minderung der Wachstumsrate der Investitionen. Daher besagt Glei-
chung (27a), daB die gleichgewichtige Wachstumsrate kleiner ist als von
der Harrod’Domar-Formel angegeben, wenn der Kapitalkoeffizient
sinkt, also die Wachstumsrate des Kapitalstocks iiber der natiirlichen
Rate liegt. Die Wachstumsrate des Kapitalstocks muBl reduziert werden,
bis sie gleich der natiirlichen Rate ist. Dann ist der Kapitalkoeffizient
konstant; die Differenz zwischen dem durchschnittlichen und dem
marginalen Kapitalkoeffizienten?® verschwindet.

Die Harrod’Domar-Bedingung gilt also nur, wenn der Kapitalkoef-
fizient konstant ist, d. h. unter den speziellen Voraussetzungen, da8 (a)
die Wachstumsrate des Kapitalstocks gleich der natiirlichen Rate, und
(b) diese konstant ist. Sie gilt also nur fiir das stetige langfristige
Wachstum. Sie erlaubt keine Aussage dariiber, welche Wachstumsrate
der Investitionen im Augenblick Preisstabilitit garantiert, wenn die
natlirliche Wachstumsrate sich &ndert, oder wenn die Wachstumsrate
des Kapitalstocks von der natiirlichen Rate abweicht. Die Harrod/
Domar-Bedingung ist auf Fragen des kurzfristigen Gleichgewichts im
WachstumsprozeB nicht anwendbar. Die Bedingung (27a) jedoch gibt
sowohl die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen im steti-
gen langfristigen Wachstum (r* == r, = r;) an — diese ist dann gleich
der Harrod’Domar-Rate, da dann ¢ = 3 gilt und die Einkommensver-
teilung konstant bleibt — als auch die Wachstumsrate der Investitionen,
die im Augenblick das Preisniveau konstant hilt — da (27a) nicht die
Konstanz des Kapitalkoeffizienten voraussetzt —, wenn die augenblick-
liche Situation kein langfristiges Gleichgewicht darstellt, weil r, =+ r,
oder rp nicht konstant ist.

45 Diese Differenz zwischen dem durchschnittlichen und dem marginalen
Kapitalkoeffizienten ist gewissermaBen eine MeBziffer fiir den Betrag, um
den die tatsichliche Wachstumsrate des Kapitalstocks iiber der natlirlichen
Rate liegt — anders formuliert: fiir das AusmaB, in dem die Wachstumsrate
des Volkseinkommens reduziert werden mufBl. Wie eingangs erldutert, wirken
sich Verdnderungen im Wachstumstempo des Volkseinkommens zunéchst auf
die Gewinne aus; in einem disaggregierten Modell ist der ,eigentliche Multi-
plikator“ die Reziproke der Sparneigung der Gewinnbezieher. Diese Uber-
legungen erkldren die spezielle Form des zweiten Gliedes auf der rechten
Seite von (27a), das angibt, um wieviel die Wachstumsrate der Investitionen
unter den Harrod-Domar-Wert reduziert werden muf, wenn die tatséchliche
Wachstumsrate des Kapitalstocks iiber der natiirlichen Rate liegt.

4*
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Eine Aussage iiber die weitere Entwicklung der kurzfristig gleich-
gewichtigen Wachstumsrate der Investitionen in einer im langfristigen
Sinne ungleichgewichtigen Situation (r, # r, oder rp ¥ const.) macht
jedoch auch die Bedingung (27a) nicht. Wenn die Wachstumsrate des
Kapitalstocks liber der natiirlichen Rate liegt, der Kapitalkoeffizient
somit abnimmt (6 <Z2), folgt aus (27a) zwar die Wachstumsrate der
Investitionen (rp <r,), die im gegebenen Augenblick das Preisniveau
konstant hailt, aber diese gleichgewichtige Wachstumsrate der Investi-
tionen ist nicht konstant. Wenn die Wachstumsrate des Kapitalstocks
sinkt (ry = r* <r,), dndert sich gemiB (27a) auch die ,gleichgewichtige
Einkommensverteilung®, die gemé&B (27a) der Ermittlung von rg zu-
grundeliegt; d.h. die aggregierte Sparquote dndert sich. Die gleich-
gewichtige Wachstumsrate der Realinvestitionen bekommt dann einen
neuen Wert — der aus der Harrod/Domar-Bedingung wie aus ihrem
Aequivalent (27a) nicht ermittelt werden kann. Die Bedingung (27a)
jedoch kann umgeformt werden zu‘t

(27b) r'g =r1,— (1 —cg) (2 — o).

Hier kann jeweils aus der Wachstumsrate des Kapitalstocks in einem
gegebenen Zeitpunkt die neue gleichgewichtige Wachstumsrate der In-
vestitionen ermittelt werden, wenn die Entwicklung des Kapitalkoef-
fizienten bekannt ist (die von der Entwicklung der Wachstumsrate des
Kapitalstocks im Verhéltnis zur natiirlichen Rate bestimmt wird). Ist
0 <2, so muBl die Wachstumsrate des Kapitalstocks reduziert werden
(r* <r,); damit ist die neue Wachstumsrate des Kapitalstocks bekannt,
und bei gegebener Entwicklung des Kapitalkoeffizienten kann so je-
weils kurzfristig die Entwicklung der gleichgewichtigen Wachstumsrate
der Investitionen angegeben werden.

Wie gesagt, gibt die Harrod/Domar-Bedingung die kurzfristig gleich-
gewichtige Wachstumsrate der Investitionen zu hoch oder zu niedrig
an, wenn entweder die Wachstumsrate des Kapitalstocks nicht gleich
der natiirlichen Rate ist oder die letztere sich dndert, da dann die im-
plizite Voraussetzung ¢ = 3 nicht mehr zutrifft. Die Erklarung fiir
diese ,Fehl-Anzeige“ der Harrod/Domar-Bedingung liegt im Umver-
teilungseffekt der Investitionen. Liegt der marginale Kapitalkoeffizient
liber dem durchschnittlichen, so wichst der Output schneller als der
Kapitalstock; das Faktoreinkommen jedoch mit derselben Rate wie der
Kapitalstock. Damit zwecks Vollausnutzung der Produktionskapazitit
das Volkseinkommen mit derselben Rate wichst wie der Output, miis-
sen die Investitionen schneller zunehmen als der Kapitalstock. Infolge
des Umverteilungseffektes der Investitionen steigen der Anteil der
Gewinne am Volkseinkommen und damit die aggregierte durchschnitt-

46 Vgl. Anhang B, II {).
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liche Sparquote. Die Harrod/Domar-Formel, die ja mit der Konstanz
des Preisniveaus auch die der Einkommensverteilung fordert, gibt in
diesem Falle eine zu geringe Gleichgewichts-Wachstumsrate der In-
vestitionen an. Das Umgekehrte gilt, wenn der marginale Kapitalkoef-
fizient unter dem durchschnittlichen liegt.

Infolge des Umverteilungseffektes der Investitionen gibt die Harrod/
Domar-Formel die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen
nur dann richtig an, wenn der Kapitalkoeffizient konstant ist. Wenn
die Konstanz des (durchschnittlichen und marginalen) Kapitalkoeffizien-
ten nicht mehr einfach angenommen wird, sondern die Faktoren, die
seine Hohe bestimmen, explizite in das System einbezogen werden, er-
gibt sich, daB der Kapitalkoeffizient nur dann konstant bleibt, wenn
die Wachstumsrate des Kapitalstocks gleich der natiirlichen Rate ist.
Ist die letztere konstant, so sind die gleichgewichtige Wachstumsrate
der Investitionen und des Kapitalstocks und die natiirliche Rate iden-
tisch.

4. Im Folgenden sollen noch kurz die Folgen einer Abweichung der
tatséchlichen Wachstumsrate der Realinvestitionen (r*) von der natiir-
lichen Rate untersucht werden. Aus der Gleichung (28) fiir die Wachs-
tumsrate des Volkseinkommens folgt, daB diese konstant und gleich
der des Kapitalstocks ist, wenn der Kapitalstock mit einer konstanten
Rate wichst und der Kapitalkoeffizient unveréndert bleibt. Die Faktor-
einkommen und damit die Konsumausgaben ihrer Empfénger wachsen
mit derselben Rate wie der Kapitalstock. Die Konsumausgaben aus
Gewinnen sind kein selbstidndiger Bestimmungsfaktor der Wachstums-
rate des Volkseinkommens: Die Gewinne als Differenz zwischen Volks-
einkommen und Faktoreinkommen werden bei — durch die Hohe des
Kapitalstocks — gegebenen Faktoreinkommen durch das Volkseinkom-
men bestimmt; die Anderung der Gewinne kann daher die des Volks-
einkommens nicht selbsténdig beeinflussen. Bei gegebener Wachstums-
rate des Kapitalstocks héngt daher die Wachstumsrate des Volksein-
kommens ausschlieBlich von der der Investitionsausgaben ab. Diese
werden wieder von der Wachstumsrate der Realinvestitionen bestimmt.
Ist der Kapitalkoeffizient konstant (¢ = 2), und wachsen die Real-
investitionen mit derselben Rate wie der Kapitalstock (r* = r,), so
wichst daher das gesamte Volkseinkommen mit der Rate r,. Da bei
Konstanz des Kapitalkoeffizienten auch der Output mit dieser Rate
wichst, bleibt also das Preisniveau konstant, wenn der marginale gleich
dem durchschnittlichen Kapitalkoeffizienten ist und die Wachstumsrate
der Realinvestitionen gleich der des Kapitalstockes ist. Steigt jedoch die
Wachstumsrate der Realinvestitionen (r*>r,), so wiirde selbst bei
Vernachlédssigung der Wirkung der Preissteigerung auf die Investitions-
ausgaben das Volkseinkommen schneller wachsen als der Kapitalstock
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und daher auch schneller wachsen als der Output. Das Preisniveau
wiirde daher steigen, was die Wachstumsraten der Investitionsausgaben,
des Volkseinkommens und des Preisniveaus erhéht. Sinkt der Kapital-
koeffizient (o6 > 2), so wiirde selbst bei Konstanz der Wachstumsrate
des Kapitalstocks (r* = r,) der Output langsamer wachsen als das Volks-
einkommen, was die Wachstumsraten der Investitionsausgaben, des
Volkseinkommens und des Preisniveaus verstirkt. Andert sich der
Kapitalkoeffizient, so kann das Preisniveau nur konstant bleiben, wenn
die Wachstumsrate des Kapitalstocks sich in bestimmter Weise anpaft.

Angenommen, die Wirtschaft sei bisher mit der gleichgewichtigen,
also der natiirlichen, Rate gewachsen (r, = rp und r* = r,, so dafl o = 2).
Wenn aus irgendeinem Grunde die tatsdchliche Wachstumsrate der Real-
investitionen steigt, so wiirde selbst bei Konstanz des Preisniveaus die
Wachstumsrate des Volkseinkommens gréBer werden als die des Kapi-
talstocks. Zunéchst wéchst der Output noch mit der Wachstumsrate des
Kapitalstocks. Da die monetédre Nachfrage schneller zunimmt, steigt das
Preisniveau. Dadurch wird die fiir die Realisierung der gegebenen
Wachstumsrate der Realinvestitionen erforderliche Wachstumsrate der
Investitionsausgaben groBer, und das erhoht die Wachstumsrate des
Volkseinkommens. Die Preissteigerung wird beschleunigt. Nun steigt
aber infolge der ErhShung der Wachstumsrate der Realinvestitionen
auch die des Kapitalstocks. Damit wichst auch der Output schneller.
Die Beschleunigung im Wachstum des Volkseinkommens kann dadurch
jedoch nicht kompensiert, die Preissteigerung nicht verhindert werden.
Da die Wachstumsrate des Kapitalstocks gestiegen ist, liegt sie nun-
mehr iiber der natiirlichen Rate (r, > ry); der Kapitalstock und damit
die Nachfrage nach Arbeit wachsen schneller, als bei der gegebenen
Rate des technischen Fortschritts und des Bevolkerungswachstums mit
der Konstanz des Kapitalkoeffizienten vereinbar ist. Die Lohnsteige-
rung fiihrt zur verstirkten Substitution von Arbeit durch Kapital; der
Kapitalkoeffizient sinkt (6 <<J). Die Wachstumsrate des Outputs steigt
nicht proportional zu der des Kapitalstocks.

Wenn zwar die Wachstumsrate des Kapitalstocks konstant wére
(r* = 1,), aber aus irgendeinem Grunde (etwa wegen einer Abnahme
der Rate des technischen Fortschritts oder des Wachstums des Arbeits-
angebots) iiber der natiirlichen lige (r, > rn), wiirde der Kapitalkoeffi-
zient kleiner werden (6 <<Z2) und die Wachstumsrate des Outputs unter
die des Kapitalstocks und daher auch unter die des Volkseinkommens
sinken. Da das Volkseinkommen zunichst noch mit der Wachstumsrate
des Kapitalstocks zunehmen wiirde, miite das Preisniveau steigen. Bei
unverinderter Wachstumsrate der Realinvestitionen wiirde die der In-
vestitionsausgaben gréBer werden und damit das Wachstum des Volks-
einkommens beschleunigen und die Rate der Preissteigerung erhéhen.
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Wenn in einem gegebenen Augenblick Gleichgewicht herrschen soll,
miissen die Bedingungen r* = r, und ¢ = 2 erfiillt sein. In einem ge-
gebenen Augenblick bleibt der Kapitalkoeffizient konstant, wenn r, = ry
ist. Eine Aussage iiber das langfristige dynamische Gleichgewicht kann
nur gemacht werden, wenn die natiirliche Wachstumsrate als konstant
betrachtet wird. Wie die Bedingung (28) zeigt, sind dann die notwendi-
gen und hinreichenden Bedingungen fiir das langfristige dynamische
Gleichgewicht die, daB (1) der Kapitalstock mit der natiirlichen Rate
wachsen muf}, so da der Kapitalkoeffizient konstant bleibt, und daf
(2) die Wachstumsrate der Realinvestitionen gleich der des Kapital-
stocks sein muB, so daB die Wachstumsrate des Kapitalstocks konstant
bleibt. Die gleichgewichtige Wachstumsrate der Investitionen wird dann
also von der natiirlichen Rate bestimmt und nicht von der Hohe des
Kapitalkoeffizienten oder der aggregierten marginalen Sparquote. Die
letzteren GroBen sind lediglich entscheidend fiir die Einkommensver-
teilung, die also bei gegebener Hohe des Kapitalkoeffizienten und der
Sparquoten langfristig ebenfalls von der natiirlichen Wachstumsrate
der Wirtschaft bestimmt wird.

5. Zum Schlufl soll noch eine Betrachtung iiber die Gleichgewichts-
bedingung angefligt werden, die der Theorie des gleichgewichtigen
Wachstums zugrundeliegt. Bei Harrod und Domar ist es die Bedingung,
daB das durch die laufende Investition geschaffene oder erméglichte
zusitzliche Angebot durch eine entsprechende zusitzliche Nachfrage zu
konstanten Preisen abgenommen werden muB; daB der jeweils vorhan-
dene Kapitalstock zu konstanten Preisen vollbeschiftigt bleiben muf.
Nur dann, so wird argumentiert, werden sich die Unternehmer in ihrer
Investitionspolitik bestédtigt sehen und die bisherige Rate der Expansion
der Produktionskapazitdt aufrechterhalten. Diese Argumentation er-
scheint durchaus plausibel.

Im Zuge der Erweiterung der Theorie des gleichgewichtigen Wachs-
tums durch die obigen Uberlegungen hat sich der Inhalt der Gleich-
gewichtsbedingung dahin gewandelt, daB3 praktisch nur noch die Forde-
rung {ibrig bleibt, da das Preisniveau konstant bleiben muB. Wenn
der Kapitalkoeffizient variabel wird, verlieren der Begriff der Produk-
tionskapazitdt und daher auch die Vorstellung des durch die laufenden
Investitionen geschaffenen zusitzlichen Angebots sehr an Schirfe. Die
Disaggregation des Einkommens ist erforderlich, um zu vermeiden, da3
die Konstanz der Einkommensverteilung vorausgesetzt werden mus8,
damit die marginale Sparquote als konstant betrachtet werden kann.
Die Einfiihrung der Faktoren, die die Héhe des Kapitalkoeffizienten
bestimmen, ist notwendig, damit die unrealistischen Voraussetzungen
des vollig elastischen Arbeitsangebots und des Fehlens von nichtneu-
tralem technischen Fortschritt fallengelassen werden koénnen. Die Re-
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duktion des Inhalts der Gleichgewichtsbedingung auf die Konstanz des
Preisniveaus ist daher unvermeidbar.

Es fragt sich aber, ob durch diese Bedingung die gleichgewichtige
Wachstumsrate hinreichend definiert werden kann. M. a. W, es ist frag-
lich, ob die Unternehmen die bisherige Rate der Expansion der Produk-
tionskapazititen schon dann aufrechterhalten, wenn nur das Preisniveau
konstant bleibt. Die Beantwortung dieser Frage setzt eine Hypothese
tUber das Unternehmerverhalten voraus; eine Annahme tiber die Fakto-
ren, die die Investitionspolitik der Unternehmen bestimmen. M. a. W.,
es ist eine Investitionsfunktion erforderlich, die die Theorie des gleich-
gewichtigen Wachstums ja nur implizite in Form der Gleichgewichts-
bedingung enthilt.

Wie gesagt ist es fraglich, ob eine Investitionsfunktion, die besagt,
daB die Wachstumsrate der Realinvestitionen erh6éht wird, wenn die
Preise steigen, und vermindert wird, wenn das Preisniveau sinkt, das
Unternehmerverhalten addquat beschreibt. Es erscheint mdglich, dafl
selbst bei steigenden Preisen die Rentabilitdt des investierten Kapitals
oder der Anteil des Gewinns am Umsatz konstant bleibt oder sinkt,
und daB diese GroéBen oder andere Faktoren die Investitionsentschei-
dungen stirker beeinflussen als die einfache Anderung des Preisniveaus.
Wenn das so wire, miiite die Frage nach der gleichgewichtigen Wachs-
tumsrate der Investitionen, des Kapitalstocks, des Outputs und des
Volkseinkommens neu gestellt werden.
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Anhang

A. Graphische Darstellung des Modells47

Die Funktionsweise des Modells, das dem Teil II zugrunde liegt, kann
graphisch dargestellt werden, wenn das System in absoluten (statt Ande-
rungs-) GroB8en formuliert wird. Zur Vereinfachung wird fiir die Konsum-
ausgaben aus Lohn- und Zinseinkommen die gleiche Konsumneigung c,
angenommen48,

1)  E=cL+7Z) +cG+I
(2%) G=E-L-2
B L=I1-A

1
@) dK=g5
(5%) Z=i-P-K
(6%) A=1K

Dieses System ist zu ergénzen durch die Gleichungen
(%) R=a-A+k-K

(9% E=R-P

Aus (3*) bis (6*) ergibt sich

(3a*) F=L+2Z=(@l1+iP)K

Aus (3*) bis (7*) folgt

(Ta*) R =(al+k K =0K

Das Preisniveau im Ausgangszustand wird gleich Eins gesetzt4e.

Ausgangspunkt der Darstellung in Fig. 1 ist der gegebene Kapitalstock K.
Mit seiner Hilfe wird das (Real-) Einkommen E, erzeugt. Die Beschéftigung des
Kapitalstocks K, filhrt zum Faktoreinkommen F,. Zu jedem Kapitalstock
148t sich so mit Hilfe der Beziehung (3a*) das Faktoreinkommen ermitteln5s¢
und mit Hilfe der Beziehung (7a*) das Realeinkommen (und damit — bei
konstantem Preisniveau — das Volkseinkommen) feststellen. Zu jedem Real-
einkommen im Gleichgewicht (also bei Vollbeschiftigung des Kapitalstocks
und konstantem Preisniveau) gehort daher ein bestimmtes Faktoreinkommen.
Die Darstellung dieser F/E-Koordinaten im ersten Quadranten ergibt die
Gerade OF F;F,. Sie gibt die Einkommensverteilung im Gleichgewicht wieder:

47 Die Anregung zu der Figur 2 verdanke ich Herrn Dr. E. Helmstéddter,
Universitdt Bonn, der sie im Prinzip fiir eine schriftliche Diskussion mit
dem Verf. entwickelt hat.

48 ¢, kann auch als gewogener Durchschnitt aufgefaBt werden. Z #ndert
sich nur durch Investitionen (bei Preisdnderungen findet keine Neubewertung
des Kapitalstocks statt). Daher entwickeln sich L und Z stets proportio-
nal zu K.

49 Alternativ kbnnen — bei der gewihlten Form der Konsumfunktionen —
die Variablen des Systems als Realgro8en interpretiert werden. Statt E ist
dann R zu setzen; die Gleichung (9*) ist dann entbehrlich. Als geplante
(autonome) Grofle ist dann dK statt I aufzufassen.

50 Lohn- und Zinssatz sowie die Arbeitsintensitét 1 sind gegeben.
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Die Strecke EA ist jeweils das Gleichgewichtseinkommen, die Strecke EF
das Faktoreinkommen, die Strecke FA = EA — EF daher der Gewinn.

Zu jedem Gewinn gehort eine bestimmte Ersparnis der Gewinn-Empfian-
ger. Es 148t sich daher die Kurve S; im ersten Quadranten einzeichnen, die
die Ersparnisse aus Gewinn in Abhéngigkeit von dem zu jedem Kapitalstock
im Gleichgewicht gehérenden Realeinkommen zeigt. Im zweiten Quadranten
wird die Sparfunktion der Bezieher von Faktoreinkommen wiedergegeben.
Die Ersparnisse aus Faktoreinkommen sind eine Funktion des Kapitalstocks.
Die zu jedem Kapitalstock gehdrenden Ersparnisse aus Faktoreinkommen
miissen daher als konstanter Betrag zu den Ersparnissen aus dem zu dem-
selben Kapitalstock (iiber das Gleichgewichts-Einkommen) gehérenden Ge-
winn addiert werden. Auf diese Weise ergeben sich die Gesamt-Sparfunk-
tionen im ersten Quadranten.

Im Ausgangszeitpunkt sei der Kapitalstock K, vollbeschéftigt. GemiB (7a*)
kann mit diesem Kapitalstock das Einkommen E, produziert werden. Das
Faktoreinkommen ist K F,. Wenn der Output des Kapitalstocks K, zu kon-
stanten Preisen abgesetzt wird, ist das Einkommen OE, =E,A,. Da das
Faktoreinkommen E F ist, betrégt dann der Gewinn F A,. Aus diesem Ge-

winn wird dann der Betrag EOSZ gespart. Dazu kommen die Ersparnisse

aus Faktoreinkommen K,Sg, so daB im Gleichgewicht die Gesamtersparnis
bei dem Gleichgewichtseinkommen OE, den Betrag E B, ausmacht. Wenn
das Einkommen OE, ein Gleichgewichts-Einkommen sein soll, miissen die
Investitionen im Ausgangszeitpunkt die Hohe I, haben.

Die Investitionen I, vergrofern den Kapitalstock von K, auf K;. Das neue
Faktoreinkommen ist daher K;F; = E,F;. Wenn der Output des vollbeschéf-
tigten Kapitalstocks zu konstanten Preisen abgesetzt wird, ist das neue Ein-
kommen OE;. Der neue Gewinn ist F{A; = EA; — EF,. Die Ersparnisse aus

Gewinn steigen auf Els: , die Ersparnisse aus Faktoreinkommen um AS}
auf Klsé . Die neue aggregierte Sparfunktion ist daher die Gerade S; + Sp
+ 4s}.

Damit das Gleichgewichts-Einkommen OE; zustandekommt, miissen daher
die Investitionen auf I; steigen.

Diese Investitionen vergroBern den Kapitalstock wiederum auf K,. Die
Wirtschaft wichst also im Gleichgewicht entlang dem (nicht eingezeichneten)
Gleichgewichtspfad B B;B, usw. Die Einkommensverteilung, das Preisniveau,
marginale und durchschnittliche aggregierte Sparquote bleiben konstant.

Von der tublichen Darstellung des gleichgewichtigen Wachstums unter-
scheidet sich Fig. 1 durch die Berlicksichtigung der Tatsache, daB ein Teil des
Volkseinkommens und damit der Ersparnisse vom Kapitalstock abhéngig ist
und daher unabhingig von der Entwicklung des Einkommens wéchst, solange

die Investitionen positiv sind. Wenn in Fig.1 die Funktionen F = (11 + iP) K
und Sp = (1 — ¢)) F weggelassen werden, ergibt sich die {ibliche Darstellung
des dynamischen Gleichgewichts5! mit unverdnderlicher Sparfunktion (als die
dann die Gerade S; + Sp aufzufassen ist).

Auch hier wiirden die Investitionen den Kapitalstock auf K; und damit das
Gleichgewichtseinkommen auf E; erhéhen. Da die Verschiebung der Spar-

51 Vgl. G. Bombach, Zur Theorie des wirtschaftlichen Wachstums, Welt-
wirtschaftliches Archiv, Band 70, 1953, I, S. 126.
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funktion durch die zusitzlichen (im Hinblick auf das Einkommen autonomen)
Ersparnisse aus Faktoreinkommen aber nicht beriicksichtigt wird, brauchten
hier die Investitionen jedoch nicht um A4I; = PBy, sondern nur um PQ zu
steigen. In beiden Féllen ergibt sich aber dieselbe gleichgewichtige Wachs-
tumsrate der Investitionen. Das liegt daran, dafl auch die ,, autonome Zunahme
der Ersparnisse“ 4Sp im Gleichgewicht mit einer konstanten Rate wichst.

Der Figur 2 liegen folgende Beziehungen zugrunde: aus (3*), (5*), (6*) und
F =L+ Z folgt
F = (Zl + iP) K. Hieraus und aus (1*) und (2*) ergibt sich
E =cE + (cx —¢p) (Zl + iP)K + 1. Wenn gesetzt wird
Vi = (cx — cg) (A1 + iP), 148t sich die letzte Gleichung schreiben
E =cE+vK+1L
Dies ist die Gleichgewichtsbedingung fiir das Volkseinkommen.
Aus (6%), (7*) und (9*) folgt
E = (al + k) PK = ¢PK
oder, wenn wieder P im Ausgangszustand gleich Eins gesetzt wird: E = oK.

Ausgangspunkt der Darstellung ist wieder der gegebene Kapitalstock K.
Zum herrschenden Preisniveau produziert dieser vollbeschiftigte Kapital-
stock das Einkommen E,. Zu diesem Einkommen gehort der einkommens-
abhéngige Konsum-Bestandteil ¢,E, = E,A,; zum Kapitalstock K, gehort der
einkommens-unabhéngige Konsum-Bestandteil v;K, = KB, = A ,C,. Beim
Kapitalstock K, und dem zugehdrigen Gleichgewichts-Einkommen E, ist also
der Gesamt-Konsum E C,. Wenn das Einkommen E, ein Gleichgewichts-
Einkommen sein soll, miissen im Ausgangs-Zeitpunkt Investitionen in Hohe
von I, = C D, vorgenommen worden sein.

Diese Investitionen erhéhen bei Konstanz des Preisniveaus den Kapital-
stock auf K; und den einkommens-unabhéngigen Konsum-Bestandteil um
vidK auf K;B;. Das zu K gehorende Gleichgewichts-Einkommen (bei Voll-
beschéftigung des Kapitalstocks und konstantem Preisniveau) ist E;. Der
Gesamt-Konsum bei diesem Einkommen ist E,;C;. Wenn das Einkommen E;
zustandekommen soll, miissen die Investitionen um 4I auf I, = C;D; steigen.

Wenn die Investitionen die alte Héhe I, = C;D; beibehalten wiirden,
wiirde das Volkseinkommen trotzdem steigen, und zwar auf E; . Die Zunahme
des einkommens-unabhingigen Konsum-Bestandteils um v, - 4K, die eine
autonome zusidtzliche Ausgabe darstellt, wiirde den Gesamt-Konsum auf
E;C{ und damit das Volkseinkommen auf E; erhhen. Hierin besteht der
Umverteilungseffekt der Investitionen.

Das Einkommen E; wire jedoch kein Gleichgewichts-Einkommen, da der

OK
Beschidftigungsgrad des Kapitalstocks von 1 auf O—Kl sinken wiirde.

1
Zur Vollbeschéftigung des Kapitalstocks K; fehlt — zu konstanten Preisen

— monetére Nachfrage in Héhe von E[E, . Sie kann nur durch die Zunahme
der Investitionen um 41 geschaffen werden.

Nach der tiblichen Theorie des gleichgewichtigen Wachstums wire die
viyK-Funktion zu vernachldssigen. Die Gerade c,E + viK, wire dann als
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Konsumfunktion aufzufassen. Durch die Investitionen I, wiirde das monetéire
Angebot wieder auf E; steigen. Da nicht beriicksichtigt wird, daB die laufen-
den Investitionen selbst bereits Einkommen und damit Konsum-Nachfrage
schaffen, kénnte die fiir die Vollbeschéftigung des Kapitalstocks K; erforder-
liche Zunahme der monetdren Nachfrage nur durch zusdtzliche Investitions-
ausgaben in Hohe von D,Q geschaffen werden. Die autonome Zunahme der
Konsumausgaben um vy - 4K infolge des Umverteilungs-Effektes der laufen-
den Investitionen ersetzt also einen Teil der erforderlichen Investitions-
Zunahme. Wie gesagt, dndert dieser Umstand die Gleichgewichts-Wachstums-
rate der Investitionen nicht, da im dynamischen Gleichgewicht vy - 4K selbst
mit einer konstanten Rate wichst.

B. Erliuterung der Ableitungen
I.Zuden Abschnitten I—-III
a) Das Beziehungssystem

(1) dE =c¢,dL 4 ¢czdZ + ¢c3dG +dI E Netto-Volkseinkommen

) dG =dE — dL — dZ G Gewinne

3) dL =1-dA L Lohneinkommen

@ dK= % K Kapitalstock

5) dz =il Z Zinseinkommen

(6) dA = AdK A Beschiftigung

) dR =a-dA + k-dK R Realeinkommen (Output)

(8) dI = dK*—-dK)P +1 d%) I Investitionsausgaben

© dP= ‘m—”;—:—ﬂ P Preisniveau
1 (Nominal-) Lohnniveau
(dK* — dK) Anderung der

Realinvestitionen

Parameter

i Zinsniveau

a gesamtwirtschaftliche Grenzproduktivitdt der Arbeit

k gesamtwirtschaftliche Grenzproduktivitdt des Kapitals

b Steigung der Arbeits-Angebotskurve

A marginales Arbeit/Kapital-Verhiltnis

B Strukturfaktor

¢, ¢z, ¢ Konsumneigungen

Abklirzungen

F =L+4+2Z Faktoreinkommen

= 311: =al + k marginaler Kapitalkoeffizient
J = I% durchschnittlicher Kapitalkoeffizient
*
r*¥ = dK de—K Wachstumsrate der Realinvestitionen
dK .
r, = X Wachstumsrate des Kapitalstocks
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b) Zur Ableitung der Gleichung (14)

C,

d

~

~

F,E dF dE . . e
Aus d (E) F=F — g ereibt sich nach Substitution
1 . 1 .
d(g)g—l(Al—)+l)E—(CL—CG)}-I—)—F(CZ'—'CG)I—Q‘ 1
E'F E F 1 —cg) I (1-cg

Wenn der Ziahler des zweiten Gliedes in der eckigen Klammer durch

A 1}’ +i-— }'113 — i erginzt wird, folgt unter Beachtung von E=L +Z 4+ G
die Beziehung (14).

Zur Ableitung der Gleichung (15b)
Unter Beachtung der Gleichungen (17) und (18) wird (15a) zu

ﬂ=o(1—cG)—(CL—CG)L+(CZ—CG)Z .

I ®P Nun gilt
(1—cg)E—I=(c, —cg)L 4+ (cz — cg) Z, wie sich zeigen 148t, wenn fiir
E=c¢L+cZ+cgG+1 und fiir

cgE = cgL + cgZ + cgG eingesetzt wird. Daher, mit (4):
dI 1l—-czg)E dK

—=0c(l—¢cg) ———F— 4 —

T =9 @) %D +x

DaR=2Kund E = R-P, 148t sich diese Gleichung schreiben
dI dK
T—G(I—CG)-‘Z(I_CG)-F—K .

Da voraussetzungsgemiB o = 2 ist, folgt daraus (15b).

Wachstumsraten der Realinvestitionen und des Kapitalstocks
Wenn der Kapitalstock mit einer konstanten Rate r, wichst, ist dK = r K.

Ferner gilt dann
dK*=r, (K +dK) =r K+ r,dK =r,K+r,2K und
dK* —dK 1K+ 1K —-rK

=71, . Daher gilt dann auch

dK r,K
aK*—dK _dK o et
dK K T e

e) Zur Ableitung der Gleichung (20)

Bei der Ableitung sind zu beachten

1) Al= % (18) iP= RZ (19) dT? =r, sowie

(CL—C(})L+(CZ—C(})Z= (I—CG)E—I .
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d) Zur Ableitung der Gleichung (13b)

S\E_dS dE
AuSd(_)§—§—E und

dE I . O
(@02) F=tot g yE_T " %)

die sich von (20) dadurch unterscheidet, daB in der zur Ableitung ver-
wendeten Gleichung

dR o

(19) == =r, noch nicht von der Voraussetzung o = 5 Gebrauch gemacht
R 2°°
wurde, folgt
S\E_ . E g 0 (cp—cg)L+(cg—cgZ
d(E)S—(l €@ TTo —To +T* — 5T, e .
Nun ist
. r
% = d;{ P glé f" Unter Beachtung dieser Tatsache und mit

(1—cg)E—I=(c; —cg) L + (cg — cg) Z folgt (13b).

€,

~

Zur Ableitung der Gleichung (14b)
E dF dE dL+dZ dE

Aus d (—)E—, =F "B~ F g und(20a) folgt mit
dL L dzZ Z .
—=Al== — =iP=— wie F=L+2Z
M g=M=% (18) gg=iP=5 sowie +

die Gleichung (14b) unmittelbar.
f) Zur Ableitung der Gleichung (24)

Es wird ¢ =% und C=c L+ czZ + cgG sowie E=L + Z + G gesetzt
und von (17), (18) sowie E = R-P, R = 2 K und o = 2 Gebrauch gemacht.

IL. Zum Abschnitt IV

a

~

Das Gleichungssystem
1) dE = ¢, dL + ¢z dZ + cg dG + dI
2) dG =dE — dL — dZ
(3a) dL =1-dA + A-dl
I
(4) dK = P

(5) dZ =il
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(6a) dA = 1dK — inTl

(fa) dR=a-dA+k-dK+A-da+K-dk

® dI= (dK*—dK)P+I%)

dE — P-dR
R
(10) dl=b-dA + A-db

(©)] dP =

Weitere Abkiirzungen

1= % = B% durchschnittl. Arbeit/Kapital-Verhéltnis
1 marginales Arbeit/Kapital-Verhiltnis bei
A=A konstanter Bevolk
1+ DbA onstanter Bevolkerung
db .
T, = 5 Wachstumsrate der Bevolkerung

b) Das durchschnittliche Arbeit/Kapital-Verhdltnis

Die Bedeutung der Annahme A =/ —iK kann flir den Fall zweier
Industrien mit den Produktionsfunktionen

(a,)) X =0 ATKY und (b)Y =9 A?K?

ndher erldutert werden, wenn davon ausgegangen wird, daB3 diese Indu-
strien (bei vollkommener Konkurrenz auf den Faktormirkten) gemiB3 den
Kostenrestriktionen

(by) Cy = Al + K,i und (by) Cy = Ayl + Kyi
die optimale Faktorkombination realisieren:

dA i dA i
c) *_ _ - c) 7 — — —
(c) aK, 1 und (c,) aK, 1

Dann 148t sich die Gleichung

A A +A
d = =_X_"7V
CR Sl s

unter Berlicksichtigung von (a) bis (¢) umformen zu

ay g=1 : + 1
@ R=T |y Coltn o, Cult+w

Y Crx+tw  z Corl+m

5 Schriften d. Vereins f. Socialpolitik 42
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Dieser Ausdruck 148t sich weiter umformen zu
A_1 1 1
@ K=T |4 old-m)U, "o xl-myU,

7y y(l—my U, 7z 21 —myTUy

wobei m der Monopolgrad nach der Lernerschen Definition und U der
Umsatz ist. [Die Ableitung von (d2) kann hier aus Raumgriinden nicht
wiedergegeben werden. Vgl. E. Scheele, Wirtschaftswachstum und Ein-
kommensverteilung, Tiibingen 1965.]

Fir den Ausdruck in eckigen Klammern ist § gesetzt worden. Dieser
Parameter hiéngt also von der Form der Produktionsfunktionen, den
Monopolgraden und der Verteilung der Ausgaben in der Volkswirt-
schaft ab.

c) Marginales Arbeit/Kapital-Verhdltnis und marginaler Kapitalkoeffizient

Aus A= %K ergibt sich, da f und i als konstant betrachtet werden,
dA=idK—IK% mitT=f1 .

Wenn fiir dl aus (10) eingesetzt wird, folgt mit A = 1K

il 7bA . db . dK db
= — K== —— = d —=
dA 15 bA dK 1+ DA b und mit K T, un b Ty
da il JbA T

dK  1+DbA 1+4+DbA 1,

Aus (6a), (7a) und (10) mit A = IK ergibt sich

il 7bA _ db
1 TbA K d =~ . K
— |a—" 4 k_a-tPA 2. - dk) — | dK
dR al+bA+k al+bA K + (Ada d)dK
_drR_, 0 _ ., _*A 1  7da+dk
=&~ erreatH At pay, t Iy

Bei Fehlen von technischem Fortschritt ist das dritte Glied, bei konstanter
Bevolkerung das zweite Glied gleich Null.

d

=

Zur Ableitung der Gleichung (28)

Bei der Ableitung der Gleichung (28) aus dem System (1), (2), (3a), (4), (5),
(6a), (7a), (8)—(10) ist Folgendes zu beachten:

Gleichungen (17) und (18); auBerdem
dr
R
(cp—cgdL+(cz—cgl)Z=(1—cg) E~1I

= % r,, wobei o wie in Anhang B, II c) definiert ist;
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e) Zur Ableitung der Gleichung (27a)

Aus der Bedingung %) = 0 ergibt sich nach Einsetzen fiir % und diR
die Gleichung (27). Wenn diese Gleichung mit [(1 -- ¢g) E — I] multipliziert
wird, folgt

Q—cmE-I- 2q E+I 5 =0
CRE-I- 5(1-cg)E+ Ty .

T,
Nach Multiplikation mit T°ergibt sich unter Beachtung von r, = Z’é

2 - E —
CETOLED B

Unter Beachtung von (1 —c¢g)E—I=(c —cg) L + (¢ — cg) Z und Er-
génzung der eckigen Klammern im Zihler des ersten Gliedes durch
¢gG — ¢gG + E — E folgt, da das r* die gleichgewichtige Wachstumsrate
der Realinvestitionen (rf‘) ist, die Gleichung (27a).

f) Zur Ableitung der Gleichung (27b)

C

I

. T L, A—cg)E-1I
Aus der Gleichung (27) folgt nach Multiplikation mit I
T
Beachtung von % =

7" die Gleichung (27b), da das r* die gleichgewichtige

Wachstumsrate der Realinvestitionen (r}) ist.

und unter

. Die Abhingigkeit der Faktorkombination vom Reallohn-Niveau

Der Investitionsgiiterpreis als Kostenpreis fiir den
Kapitaleinsatz

Die Verwendung des Kapitalgiiterpreises als Kostenpreis fiir den Kapital-
einsatz liegt nahe, wenn die Produktionskosten definiert werden als
Summe aus Lohnkosten und Kapitalkosten, wobei die letzteren sich
zusammensetzen aus dem Wert des Kapitalverzehrs und den Zinskosten
fiir das investierte Kapital. Die Lohnkosten pro Jahr sind das Produkt aus
der Zahl der Arbeitsstunden pro Jahr (A) und dem Lohnsatz (l); der
Wert des Kapitalverzehrs pro Jahr kann gemessen werden als Produkt
aus der Zahl der Maschinenstunden pro Jahr (M) und dem Abschreibungs-
satz (d); die Zinskosten ergeben sich als Produkt aus dem Wert des
investierten Kapitals (W) und dem Zinssatz (i). Daher sind die Produk-
tionskosten pro Jahr:

@Q=A1+M-d+W-i

Der Abschreibungssatz ergibt sich als Quotient aus dem Preis (P) des
Kapitalgutes52 und seiner Lebensdauer(y):

P
(b) d-?.

5*
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II.

a)

Der Wert des investierten Kapitals ist das Produkt aus der Zahl (N) der
Einheiten des Kapitalgutes5?2 und seinem Preis:

(c) W =NP.
Die Kostendefinition kann daher auch geschrieben werden
(@) Q=A-1+M §+NPi

Die Zahl der benétigten Kapitalgiiter ergibt sich aus der Zahl der ein-
gesetzten Maschinenstunden pro Jahr und der Zahl der Einsatzstunden
pro Jahr des Kapitalgutes (m), die durch die im Wesentlichen institutionell
festgelegten Zahlen der Arbeitsstunden pro Arbeitstag und der Arbeits-
tage pro Jahr gegeben wird.

M

Die Kostendefinition kann daher weiter umformuliert werden zu

@mQ=A4+Nm§+waa
m .
@ Q=a1+N(T4+iP

Die Probleme der optimalen Lebensdauer, der Intensitidt (Zahl der Maschi-
nenstunden pro Mengeneinheit), der Unterschiede in der Gré8e von m fiir
die einzelnen Kapitalgiiter miissen hier ebenso vernachlédssigt werden wie
die indextheoretischen Probleme der Messung von N und P. Fir den
Zweck der vorliegenden Untersuchung kann N mit K gleich gesetzt wer-

den; der Ausdruck [( i +1i) P] ist dann der Preis des Kapitaleinsatzes. Da
m, y und i als konstant betrachtet werden, ist im vorliegenden Zusammen-

hang nur P relevant. Der Faktor ( %1 + i) kann in der folgenden Beziehung
(29) als in f enthalten betrachtet werden.

Umformulierung der Ergebnisse

Bei Konstanz des Lohnniveaus und des technischen Wissens

. In den Abschnitten I bis III wurden — analog zu den Annahmen der

iiblichen Theorie des gleichgewichtigen Wachstums — das Lohnniveau als
konstant und das technische Wissen als gegeben angenommen. Wenn die
Optimalkombination der Produktionsfaktoren vom Faktorpreisverhéltnis
bestimmt wird, folgt aus diesen Annahmen (unter der weiteren Voraus-
setzung der Konstanz des Zinsniveaus und der Produktionsstruktur) die
Konstanz des marginalen Arbeit/Kapital-Verhéltnisses und des marginalen
Kapitalkoeffizienten.

Wenn die Faktorkombination jedoch vom Reallohnniveau abhingt:

@) A=f TK

52 Wenn die Unternehmung mehrere Kapitalgiiter einsetzt, sind d und P
als gewogene Durchschnitte aufzufassen.
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ist das marginale Arbeit/Kapital-Verhéltnis auch unter den obigen An-
nahmen nur dann konstant, wenn das Preisniveau konstant ist:

= T P
(6b) dA — Ad%: +HaK (it T=F 7).
Es wird also angenommen, da8 marginales und durchschnittliches Arbeit/
Kapital-Verhéltnis dann gleich sind, wenn das Preisniveau konstant ist.
Da das marginale Arbeit/Kapital-Verhéltnis jetzt vom Preisniveau ab-
hingt, ist selbst bei Gliltigkeit der librigen oben erwdhnten Voraussetzun-

gen der marginale Kapitalkoeffizient nicht mehr konstant, sondern iiber (9)
von der Wachstumsrate des Einkommens abhéngig.

Aus (6b), (7) und (9) folgt mit

(30) X = %:(a1+k) und E=R-P
fiir den marginalen Kapitalkoeffizienten
Te
dR E+asP o dE dK
= — = (al [R— N = — = —,
3l) o= aK (at + k) E T aAP mit r, E und r, g

Nur wenn das Volkseinkommen mit derselben Rate wichst wie der
Kapitalstock, ist also der marginale Kapitalkoeffizient konstant (und gleich
dem durchschnittlichen). Fiir die Wachstumsrate des Outputs folgt

E + aAP =*
dR T

) §="Fraap

Waichst also das Volkseinkommen mit derselben Rate wie der Kapitalstock,
so wichst auch der Output mit dieser Rate. Das Preisniveau ist dann
konstant, und damit auch das marginale Arbeit/Kapital-Verhiltnis. Daher
ist dann auch der marginale Kapitalkoeffizient konstant (und gleich dem
durchschnittlichen).

Die Aufgabe der Abschnitte I—III war es u. a., in einem disaggregierten
Modell die Aussagen der Harrod/Domar-Theorie des gleichgewichtigen
Wachstums zu iberpriifen. Daher war in den Abschnitten I—III
der augenblickliche marginale Kapitalkoeffizient als exogen gegeben, in
Abschnitt III 4—7 als gegeben und gleich dem durchschnittlichen Kapital-
koeffizienten angenommen worden. Wie gezeigt, ist selbst unter den Vor-
aussetzungen, aus denen iiblicherweise die Konstanz des marginalen Kapi-
talkoeffizienten folgt, dieser keine exogen gegebene GroBe mehr (sondern
abhédngig von der Wachstumsrate des Volkseinkommens), wenn angenom-
men wird, daB das Arbeit/Kapital-Verhéltnis vom Reallohnniveau be-
stimmt wird. Diese Annahme ist daher unvereinbar mit der Harrod/
Domar-Theorie und daher strenggenommen irrelevant fiir die Diskussion
in den Abschnitten I—III. Dennoch soll gezeigt werden, da3 die dort ent-
wickelten grundlegenden Zusammenhidnge auch dann gelten, wenn die
Faktorkombination nicht vom Faktorpreisverhiltnis, sondern vom Real-
lohnsatz abhéngt.

Die Konsequenz dieser Annahme fiir das vorliegende Modell ist folgende.
Bisher war die Zunahme beider Faktoreinkommen von einer Vergrofie-
rung des Kapitalstocks — und nur von dieser — abhéngig. Die Entwicklung
des Lohn- und des Zinseinkommens wurde von den laufenden Investi-
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tionen bestimmt. Die aus zusétzlichen Investitionsausgaben resultierende
Erhéhung des Volkseinkommens wurde daher voll zu Gewinn. Im vor-
liegenden Fall dagegen ist auch die Entwicklung des Lohneinkommens von
der Entwicklung der monetiren Nachfrage und daher von der Anderung
der Investitionsausgaben abhingig: Aus (3) und (6b) folgt:

dL=L %312 +L d?_K . Daher héangt dL tiiber (9) von der Wachstumsrate des

Volkseinkommens ab:

dL=L e _ L dr + L LS , wobei dr ebenfalls von der Wachstumsrate
E R K R
des Volkseinkommens bestimmt wird, so daB
dE aAP dE LE dK dK
db=Lg-Lgiaap E Etaab K " g %%
E dE aAP dK
G AL=L g7 %p E " “EtaaP K

Die Anderung des Lohneinkommens hingt also zum Teil — ebenso wie
die Anderung der Gewinne — von der Wachstumsrate des Volkseinkom-
mens ab, zum Teil jedoch nach wie vor von der Wachstumsrate des
Kapitalstocks. Die Bindung der Entwicklung des Faktoreinkommens an die
Wachstumsrate des Kapitalstocks — eine wesentliche Eigenschaft des dis-
aggregierten Modells — besteht also fiir das Zinseinkommen und fiir einen
Teil des Lohneinkommens nach wie vor.

. Daher gilt auch jetzt, daB die Zunahme der Ersparnis nicht wie im

iiblichen Multiplikator- und Wachstumsmodell allein von der Zunahme
des Volkseinkommens, sondern auch von der Zunahme des Kapitalstocks
(d. h. den laufenden Investitionen) abhéngt. Aus dem Beziehungssystem
mit Ausnahme von (8) folgt

(1 — cg) (E + aAP) — (¢, — ¢cg) L

11y dS = E T aAP dE
1 al (e, — cg) L +i(cz — cg) (E + aAP)
E 4 aAP
. . . e e . ds, . . .
Die ,marginale Sparneigung im {iiblichen Sinne“ (d—E) ist jetzt nicht mehr
(1 - CG) E + aAP) - (CL — CG) L

(1 — cg), sondern . Das liegt daran, da

E + aAP

jetzt auch die Anderung des Lohneinkommens von der Anderung des
Volkseinkommens mitbestimmt wird. Aus (1) und (2) ergibt sich

dS = (1 — ¢g) dE — (¢, — ¢g) AL — (cz — cg) dZ und, mit (33) und (5),

(e, —cg)L aAP dK
dS=(1 —cg)dE — _E+aAP_dE_(CL_cG)LE+aAP K
—i(CZ—CG)I

Daraus folgt die Beziehung (11’). Auch jetzt hdngt also die Lage der
Sparfunktion im E/S-Koordinatensystem von der GroBe des Kapital-
stocks ab.
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3. Fiir die Anderung des Volkseinkommens ergibt sich aus (1) bis (6a)

, _ al(ey — cg) L +1(cz — ¢g) (E + aAP)
(12) dE = (1 —cg) (E + aAP) — (¢, — cg) L
E + aAP
(1 —cg) (E + aAP) — (¢, —cg) L

Auch hier gilt also, daB das Volkseinkommen auch dann steigen kann,
wenn die Investitionen konstant sind53. Die Zunahme des Volkseinkom-
mens hdngt vom Zuwachs der Investitionen und von den laufenden
Investitionen ab.

Die Erklarung liegt auch hier im Umverteilungseffekt der Investitionen.
Die laufenden Investitionen erh6hen das Faktoreinkommen: Das Zinsein-
kommen steigt, wenn die Investitionen positiv sind, und das Lohneinkom-
men wichst gemifB (33) ebenfalls mit dem Kapitalstock. Bei gegebenem
Volkseinkommen geht diese Zunahme der Faktoreinkommen zu Lasten
der Gewinne. Sofern die Konsumneigung aus Lohn- und Zinseinkommen
grofer ist als die aus Gewinn, folgt aus dieser Umverteilung eine Zunahme
der Konsumausgaben. Daher steigt das Volkseinkommen auch bei Kon-
stanz der Investitionen.

Wegen der Bindung der Zunahme des Zinseinkommens und eines Teils
der Zunahme des Lohneinkommens an die Vergréerung des Kapitalstocks
existiert also auch jetzt der Umverteilungseffekt der laufenden Investi-
tionen, der neben dem Einkommenseffekt der zusétzlichen Investitionen
die Entwicklung des Volkseinkommens tiber die Anderung der aggregier-
ten Sparquote beeinflu3ts4:

, S\E dI 1 I alALs .

13 dgg=10 B T 5E| LT Faap T2 %)

+dI

Wenn die Investitionen konstant sind, sinkt die aggregierte Sparquote, da
das Volkseinkommen zugunsten der Einkommensbezieher mit hoherer
Konsumquote umverteilt wird. Sind die augenblicklichen laufenden Inve-
stitionen gleich Null, aber dI > 0, steigt die aggregierte Sparquote, wenn

1 > 0 ist; und das ist der Fall, wenn das System stabil und die Kon-

T SsE
sumneigungen aus Faktoreinkommen groBer sind als die aus Gewinnen.
Das Volkseinkommen wird zugunsten der Gewinne, d. h. der Einkommens-
bezieher mit {iberdurchschnittlicher Sparquote, umverteilt.

Der Umverteilungseffekt der laufenden Investitionen vermindert daher
die aggregierte Sparquote; der Einkommenseffekt der zusitzlichen Inve-
stitionen erhoht sie. Zusétzliche Investitionsausgaben erhdhen nicht nur
die Gewinne, sondern auch das Lohneinkommen, da die Steigerung des
Volkseinkommens das Sinken des Preisniveaus verhindert oder das Preis-
niveau erhoht und damit bei gegebenem Zuwachs des Kapitalstocks die
Arbeitsnachfrage vergrofert. Bei gegebenen zusétzlichen Investitionen ist
die Zunahme der Gewinne jedoch groBer als die des Lohneinkommens.
Der Umverteilungseffekt der laufenden und der Einkommenseffekt der

53 Der Nenner der beiden Quotienten mufB positiv sein, da das System
sonst unstabil wire.

(1—cg)(E+aAP) — (cp —cg) L
E + aAP ’

5¢ Dabei ist s; =
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zusidtzlichen Investitionen wirken also auf die aggregierte Sparquote iiber
eine Anderung der Einkommensverteilung:
E I (I 1 aAP

4 F —_— — -—-.-—'__
(14) d(E)F”le 75 &t aAD

+i)—d—I(1

L E
i )

" F E + aAP

Ist I1>0 und dI =0, so steigt der Anteil des Faktoreinkommens am
Volkseinkommen; die aggregierte Sparquote sinkt. Ist I = 0, aber dI > 0,
so sinkt der Anteil des Faktoreinkommens am Volkseinkommen, da
L E

1>F E7 aAp
Die Entwicklung der Einkommensverteilung und der aggregierten Spar-
quote héngt also vom Verhiltnis des Umverteilungseffektes der laufenden
zum Einkommenseffekt der zusidtzlichen Investitionen, also vom Verhilt-
nis der zusitzlichen zu den laufenden Investitionsausgaben ab. Es wird
also auch hier eine Wachstumsrate der Investitionen geben, bei der der
Einkommenseffekt den Umverteilungsefiekt gerade kompensiert, so daf
die Einkommensverteilung und daher die aggregierte Sparquote konstant
bleiben.

ist. Die aggregierte Sparquote steigt.

. Die Bedingung fiir das Harrod/Domar-Gleichgewicht, die sich aus dem
System (1) bis (5), (6b), (7) und (9) ergibt, ist identisch mit der Bedingung
(15a) bis auf den Umstand, daf3 statt des marginalen der durchschnittliche
Kapitalkoeffizient zu schreiben ist. Der Grund dafiir ist, da gemifB (6b)
bei Konstanz des Lohnniveaus die Konstanz des Preisniveaus automatisch
dafiir sorgt, dal marginaler und durchschnittlicher Kapitalkoeffizient
gleich sind.

Die Annahme, daBl die Faktorkombination vom Reallohnniveau statt
vom Faktorpreisverhéltnis abhéngt, dndert also die Bedingung fiir das
dynamische Gleichgewicht nicht. Das ist leicht einzusehen, da gleich-
gewichtiges Wachstum ja gerade Konstanz des Preisniveaus bedeutet und
damit die Abhingigkeit der Faktorkombination vom Reallohnniveau —
d.h. bei gegebenem Lohnniveau: vom Preisniveau — irrelevant macht.
Das marginale Arbeit/Kapital-Verhiltnis ist bei Konstanz des Preis-
niveaus ebenso konstant wie im vorigen Fall; Beziehung (6a) reduziert
sich zu (6).

Die Bedingung (15a) 148t sich nun ebenso umformulieren wie es im
Abschnitt II, 4 mit Hilfe der Bedingungen (17) und (18) geschehen ist.
Aufgrund der Annahme (29), die den gegenwirtigen Erdrterungen zu-
grunde liegt, gilt ohne weiteresss

a7 I% =71. AuBerdem wird auch hier angenommen

(18) IE{ = iP = Edi% . Wenn in die Bedingung fiir Preiskonstanz
dP dE dR
W =g r°

jetzt nur bei Konstanz des Preisniveaus.

55 Wegen (6b) gilt jedoch

Qa‘Q.
o
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aus dem Gleichungssystem [unter Beachtung der Anderung in (6)] ein-
gesetzt wird, folgtsé

I
’ —_—(r* —
(15'b) F (t*—1,)=0.

Es ergibt sich also auch hier, da die Wirtschaft sichr dann im dynamischen
Gleichgewicht befindet, wenn der Kapitalstock mit einer konstanten Rate
wichst. Die Erkldarung ist folgende:

Fiir die Wachstumsrate des Outputs ergibt sich (unabhingig davon, ob
das Preisniveau konstant [d. h. (15'b) erfiillt] ist oder nicht):

aAP__
E + aAP "’
Der Output wichst also dann mit derselben Rate wie der Kapitalstock (r,),
wenn der Kapitalstock mit konstanter Rate wichst (r* =r,). Steigt die
Wachstumsrate des Kapitalstocks (r* > r,), so ist die Wachstumsrate des
Outputs groBer als die des Kapitalstocks, et vice versa.

Fiir die Wachstumsrate des Volkseinkommens gilt (unabhéngig davon,
ob das Preisniveau konstant ist oder nicht):

dr 1
)y — = — (r* —
19) R —Tot SE (r* — 1)

dE I
'y — = - * __
@20) § =1+ SE (r* —r,) .

Wenn der Kapitalstock mit konstanter Rate wéchst, nimmt also das Volks-
einkommen mit derselben Rate zu; steigt die Wachstumsrate des Kapital-
stocks, so wachst das Volkseinkommen schneller als der Kapitalstock.

Das Zinseinkommen nimmt gem&8 (18) mit derselben Rate zu wie der
Kapitalstock. Das Lohneinkommen wichst ebenfalls mit derselben Rate
wie der Kapitalstock, wenn dieser mit konstanter Rate zunimmt:

dL I

(338) 'f = I'o + 52—E

E
* __ —_—
@ =T g aap"
Beschleunigt sich die Rate der Kapitalakkumulation (r* > r,), so geht das
Wachstum des Lohneinkommens tiber das des Kapitalstocks hinaus.

Waichst also der Kapitalstock mit konstanter Rate, so steigen das ge-
samte Faktoreinkommen und daher die Konsumausgaben daraus mit
derselben Rate wie der Kapitalstock. Die Konsumausgaben aus Gewinn
konnen die Entwicklung des Volkseinkommens nicht selbstdndig bestim-
men, da die Gewinne selbst bei gegebener Wachstumsrate des Faktor-
einkommens von der des Volkseinkommens bestimmt werden. Ist r* =r,,
so nehmen also die gesamten Konsumausgaben mit derselben Rate zu wie
der Kapitalstock. Die Entwicklung des Volkseinkommens héngt dann nur
von der der Investitionsausgaben ab.

Die Wachstumsrate der Investitionsausgaben wird von der der Real-
investitionen und der Entwicklung des Preisniveaus bestimmt; die letztere
héngt ihrerseits von den Wachstumsraten des Outputs und des Volksein-
kommens ab. Ist r* = r;, so nimmt der Output mit derselben Rate zu wie

(1 -Cg)(E-i-aAP) - (CL—C(;)L—I
(E + aAP) )
muB positiv sein, wenn das System stabil sein soll.

56 Dabei ist s = Dieser Ausdruck
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der Kapitalstock; die Entwicklung des Preisniveaus hingt dann nur noch
vom Wachstum des Volkseinkommens ab, das seinerseits vom Wachstum
der Investitionsausgaben und damit nur noch von dem der Realinvesti-
tionen bestimmt wird. Wachsen daher die Realinvestitionen mit derselben
Rate wie der Kapitalstock, so nimmt also das Volkseinkommen mit der-
selben Rate zu wie der Kapitalstock. Volkseinkommen und Output wach-
sen also mit derselben Rate, das Preisniveau ist konstant, wenn die
Realinvestitionen mit derselben Rate wachsen wie der Kapitalstock. Daher
ist (15'b) die Bedingung fiir das Harrod/Domar-Gleichgewicht.

Liegt jedoch die Wachstumsrate der Realinvestitionen tiiber der des
Kapitalstocks, so wiirden selbst bei Preiskonstanz die Investitionsaus-
gaben und damit das Volkseinkommen schneller wachsen als der Kapital-
stock. Bei unverdnderter Wachstumsrate des Outputs folgt daraus eine
Erhohung des Preisniveaus. Die letztere hat mehrere Wirkungen: (a) Die
fir eine gegebene Wachstumsrate der Realinvestitionen erforderliche Zu-
nahme der Investitionsausgaben wird groB8er, was die Erhohung des
Volkseinkommens und damit die Steigerung des Preisniveaus verstirkt.
(b) Die Erh6hung des Preisniveaus (bei annahmegemil3 konstantem Lohn-
niveau) fiihrt gemédB (6b) dazu, daB die Beschidftigung schneller wichst
als der Kapitalstock. Das bewirkt, wie auch aus (33a) hervorgeht, daf3
das Lohneinkommen stdrker zunimmt als der Kapitalstock, was die
Wachstumsrate des Volkseinkommens erhéht und daher die Steigerung
des Preisniveaus verstirkt. (c) Das Sinken des Reallohnniveaus hat — wie
gesagt — zur Folge, daBl die Beschiftigung schneller wichst als der Ka-
pitalstock. Das bewirkt, wie auch aus (31) ersichtlich, da8 der marginale
Kapitalkoeffizient iiber den durchschnittlichen steigt; auch der Output
wichst daher dann mit einer hoheren Rate als der Kapitalstock.

Die Wachstumsrate des Outputs bleibt, wenn r* > r, ist, also nicht wirk-
lich unveridndert: Die Beschleunigung der Kapitalakkumulation erhoéht
sowohl das Wachstum des Outputs als auch das des Volkseinkommens.
(Hier liegt librigens der wesentliche Unterschied zu dem im Text behan-
delten Fall) Wie ein Vergleich von (19) und (20") zeigt, erhdht eine Zu-
nahme der Wachstumsrate des Kapitalstocks (eine positive Differenz
r* —r,) das Wachstum des Volkseinkommens jedoch stdrker als das des
Outputs, so daB die obige Ableitung ihre Giiltigkeit behilt.

Auch bei Abhéngigkeit der Faktorkombination vom Reallohnniveau statt
vom Faktorpreisverhdltnis ist also die Bedingung fiir das dynamische
Gleichgewicht, daB der Kapitalstock mit konstanter Rate wachst. Auch
hier kann diese Bedingung nur dann ausreichend sein, wenn sie zugleich
Konstanz der Einkommensverteilung und damit der aggregierten Spar-
quote sichert. Das ist in der Tat der Fall. Aus dem Gleichungssystem
folgen

E L E

o a@E_ L L __E
D) dEg= -5~ % 0~ F graap)

, S\E _ I (Cz — CG)Z (CL - CG)L aAP
aep) dlplg= % T ' 1  E+aAp]

Beide Ausdriicke sind gleich Null, wenn r* =r, ist, also die Bedingung
fiir Preiskonstanz erfiillt ist. Im Gegensatz zu den entsprechenden Be-
dingungen im Text braucht hier die Konstanz des Kapitalkoeffizienten
jedoch nicht mehr zusétzlich angenommen zu werden, wenn Einkommens-

(r* —1p)
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verteilung und aggregierte Sparquote konstant sein sollen. Wie gezeigt,
ist die Konstanz des Kapitalkoeffizienten automatisch gegeben, wenn das
Preisniveau konstant ist.

Auch unter der Annahme, da die Faktorkombination vom Reallohn-
niveau statt vom Faktorpreisverhiltnis abhédngig ist, gilt, daB das dyna-
mische Gleichgewicht keine bestimmte — durch Kapitalkoeffizienten,
Konsumneigungen usw. festgelegte — Wachstumsrate erfordert, dag die
Wirtschaft mit jeder Wachstumsrate der Investitionen im Gleichgewicht
wachsen kann — vorausgesetzt, die Wachstumsrate des Kapitalstocks ist
konstants7. Andert sich einer der Parameter, die gemiB (15a) scheinbar
eine bestimmte gleichgewichtige Wachstumsrate festlegen, so @ndern sich
auch jetzt einmalig das Preisniveau und damit Einkommensverteilung
und aggregierte Sparquote so, da die alte Wachstumsrate des Kapital-
stocks und der Investitionen gleichgewichtig bleibt. Andert sich die Wachs-
tumsrate des Kapitalstocks einmalig, bleibt dann aber konstant, so ergibt
sich dieselbe Anpassung der iibrigen GroBen wie im Text erldutert; die
Gleichungen (21) und (22) gelten unveridndert. Als Modifikation ergibt sich
lediglich, da8 zusétzliche Ausgaben nicht mehr voll zu Gewinn werden;
die Erh6hung des Preisniveaus durch die zusitzlichen Ausgaben bedeutet
(bei annahmegemif3 konstantem Lohnniveau) eine Senkung des Real-
lohns, daraufhin wird Kapital durch Arbeit substituiert, und das Lohn-
einkommen steigt ebenfalls’8. Die Zunahme der Gewinne ist aber immer
noch groéBer als die des Lohneinkommens; der Umverteilungsmechanismus
wirkt also immer noch.

Die Ergebnisse des Abschnitts II, 6 gelten hier ebenfalls. Die Gleichun-
gen (24) und (25), aus dem modifizierten System abgeleitet, sind identisch
mit den Gleichungen im Text bis auf den — bereits erldutérten — Um-
stand, daB sie den durchschnittlichen statt den marginalen Kapital-
koeffizienten enthalten.

b) Bei variablem Lohnniveau

5.

Im Folgenden ist analog zum Vorgehen im Text die Annahme aufzuheben,
daB das Lohnniveau konstant ist. Aus (29) folgt dann

(6¢0) dA=Ag§—A$+sz mit I:ﬁ?

Ohne technischen Fortschritt, aber bei wachsender Bevilkerung ergibt
sich fiir den marginalen Kapitalkoeffizienten5?

= Rl al —&

dK @itk tall 1+DbA  14bA T, T
. R - . db dE dK
mit Z—K—-al+k sowie rp = + undre—f undro——K—.

57 Es bedarf hier nicht der ausdriicklichen Voraussetzung, da8 der Kapital-
koeffizient konstant (2 = o) ist; das ist im Wachstum aufgrund der Annahme
(29) bei Preisstabilitdt automatisch der Fall.

58 Die Umstellung des bestehenden Kapitalstocks auf die neue Faktor-

kombination kann natiirlich zu kurzfristigen Ungleichgewichten fiihren, die
hier aber nicht behandelt wergen konnen, da lags ausgeschlossen sind.

59 Im Folgenden ist 4 = nicht mehr notwendig das marginale Kapi-

Al
1+ DbA

tal/Arbeit-Verhiltnis. Das ist vielmehr nur bei konstanter Bevélkerung der
Fall.
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Wenn also das Volkseinkommen mit derselben Rate wéchst wie der Ka-
pitalstock (r, = r,) und der Kapitalstock mit derselben Rate wie die Be-
volkerung (r, = rp), ist der durchschnittliche Kapitalkoeffizient konstant
(6 = 2). Der Grund dafiir ist, daB unter diesen Voraussetzungen das mar-
ginale Arbeit/Kapital-Verhéltnis gleich dem durchschnittlichen ist:

epdA_z[_ B (T 1 ™ _bBA , K
dK R+alK'r, 14+bA r, 14+DbA" R+alK
.,dA = A :

E51std—K=/.=I—{,wennre=ro=rbgllt.

Voraussetzung fiir die Konstanz des Kapitalkoeffizienten (6 = 2) ist also
stets, daB der Kapitalstock mit der natiirlichen Rate wéchst. Die natiir-
liche Wachstumsrate ist im Augenblick die der Bevdlkerung; bei tech-
nischem Fortschritt ist sie gleich der Summe der Wachstumsrate der
Bevoilkerung und der Rate des technischen Fortschritts, so daB die eine
notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung fiir die Konstanz des
Kapitalkoeffizienten auch erfiillt sein kann, wenn die Wachstumsrate des
Kapitalstocks iiber der der Bevilkerung liegt; sie muB nur gleich der
natiirlichen Rate sein.

Der Unterschied zu dem im Text behandelten Fall liegt darin, da3 die
Entwicklung des Kapitalkoeffizienten auch vom Verhiltnis der Wachs-
tumsrate des Volkseinkommens zu der des Kapitalstocks abhingt. Vor-
aussetzung fiir die Konstanz des Kapitalkoeffizienten ist die Gleichheit
beider Raten. Wachst das Volkseinkommen schneller als der Kapitalstock,
so steigt das Preisniveau selbst dann, wenn der Kapitalstock mit der
natiirlichen Rate wéchst (hier: ry = ry):

36 o T [@iinie —al (4 P& Dy
G p=syar |®FTR -~ Y rpatTiea T,

Wenn r, = r}, ist, wird daraus

dp
(36a) — =

o = Te
5~ sty (@R -1

(]

Ist ry > r,, so ist der Ausdruck positiv, das Preisniveau steigt. Das Real-
lohnniveau sinkt:

dl bA dP .
30 T=l+bA(? + 71,41 bzw.fiirr, =1y |

dl__bA_ dp
1 1+bA P

(37a)

Da der erste Faktor auf der rechten Seite kleiner ist als Eins, ist die
Erhohung des Lohnniveaus kleiner als die des Preisniveaus. Wachst also
das Volkseinkommen schneller als der Kapitalstock, so steigen Preis-
niveau und Lohnniveau, aber das Reallohnniveau sinkt. Es wird Kapital
durch Arbeit substituiert; der Kapitalkoeffizient steigt (¢ > 2). Auch der
Output wichst dann schneller als der Kapitalstock, aber dieser Substi-
tutionseffekt kann die Preissteigerung nicht verhindern. Das Preisniveau
steigt jedoch weniger als im vorigen Falle; das System ist stabiler, wenn
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die Faktorkombination vom Reallohnniveau abhingt, als wenn sie vom
Faktorpreisverhaltnis (bei konstantem Zins) bestimmt wird.

Fir die Wachstumsrate des Outputs folgt
dR o
(26) R -5

wobei ¢ und 2 wie oben definiert zu interpretieren sind. — Aus dem
Beziehungssystem (1), (2), (3a), (4), (5), (6¢c), (7)—(10), indem im Folgenden
T, = 0 gesetzt wird, ergibt sich als Bedingung fiir das dynamische Gleich-
gewicht, also fiir die Konstanz des Preisniveaus

-0 I (r*

@n —3 ""(1—':(;)ET0

-1)=0.

Es ergibt sich also das Gleiche wie im Abschnitt IV, 2. im Text: Wenn die
Wirtschaft im dynamischen Gleichgewicht wachsen soll, miissen der
Kapitalkoeffizient und die Wachstumsrate des Kapitalstocks konstant sein.
Die erste Bedingung ist erfiillt, wenn das Volkseinkommen mit derselben
Rate wichst wie der Kapitalstock und dieser mit der natiirlichen Rate
expandiert. Dann bleibt der Kapitalkoeffizient konstant; der Output
wichst mit derselben Rate wie der Kapitalstock; da das auch fiir das
Volkseinkommen gilt, bleibt das Preisniveau konstant.

Damit das Volkseinkommen aber mit derselben Rate wichst wie der
Kapitalstock, ist auBerdem erforderlich, daB die Wachstumsrate des Kapi-
talstock konstant istéo:

(cp, —cg) L (Z' - a)
(CZ — CG) VA To 2 '

. dE I [
@) F =T+ —s:(r"' 3T +

Nur fiir .r* =r, ist selbst bei r, =r;, die Wachstumsrate des Volksein-
kommens gleich der des Kapitalstocks (r,). Daher ist die Konstanz der
Wachstumsrate des Kapitalstocks eine der Bedingungen fiir das dyna-
mische Gleichgewicht. Auch hier ist also die gleichgewichtige Wachstums-
rate der Investitionen identisch mit der natiirlichen Wachstumsrate: Wenn
die Wachstumsrate des Kapitalstocks gleich der natiirlichen Rate und
die Wachstumsrate des Kapitalstocks konstant ist, wachsen Volkseinkom-
men und Output mit derselben Rate (ndmlich der des Kapitalstocks), und
das Preisniveau ist konstant. Konstanz der Wachstumsrate des Kapital-
stocks bedeutet r* = r;; mit den beiden Bedingungen r* =r, und r, =1y,
ist also r* = r;, gefordert: die Investitionen miissen mit der natiirlichen
Rate wachsen, wenn die Wirtschaft sich im dynamischen Gleichgewicht
befinden soll.

Fir die gleichgewichtige Wachstumsrate der Realinvestitionen (und
Investitionsausgaben), die aus (27°) ermittelt werden kann, ergibt sich ein
Ausdruck, der mit der Gleichung (27a) identisch ist. Diese Tatsache und
ein Vergleich der Beziehungen (27) und (27’) zeigen, daB die Zusammen-
hénge, die in Abschnitt IV, 2—4 erdrtert wurden, auch unter der Annahme
gelten, daB die Faktorkombination vom Reallohnniveau statt vom Fak-
torpreisverhdltnis bestimmt wird.

60 Dabei ist s3 = (1 — cg) E — (¢, — ¢g) L — I ein Ausdruck, der positiv ist,
wenn das System stabil ist.
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Zur makrokonomischen Theorie des Investitionsoptimums*

Von Hans-Jiirgen Vosgerau (Heidelberg)

I. Einfiihrung

Die liberale Vorstellung, daB3 die volkswirtschaftliche Ersparnis durch
die individuellen freiwilligen Sparentscheide eindeutig determiniert
sei und daB die sich ihr anpassende volkswirtschaftliche Investition
eine optimale GrofBe erreiche, sofern nur die individuellen Sparent-
scheide optimal im Sinne einer individuellen Nutzenmaximierung er-
folgten, diese Vorstellung hat der Realitit noch nie entsprochen. Sie
war unrichtig fiir das 19. Jahrhundert, weil auch damals schon die
gesamtwirtschaftliche Nettoinvestition nicht nur aus freiwilligen in-
dividuellen Ersparnissen, sondern groBenteils aus Unternehmungs-
ersparnissen finanziert wurde. Sie ist weiter deswegen unbefriedigend,
weil in langfristiger Betrachtung wegen des Vorliegens externer Effekte
das gesellschaftliche Welfaremaximum nicht ohne weiteres aus den
individuellen Nutzenmaxima ableitbar ist. Und sie ist heute a fortiori
unhaltbar, weil ein zunehmender Anteil der volkswirtschaftlichen Er-
sparnis und Investition von der offentlichen Hand kontrolliert wird
und damit der Marktsteuerung entzogen ist.

Die Suche nach einer optimalen volkswirtschaftlichen Investitions-
quote ist also nicht nur von theoretischem, sondern auch von erheb-
lichem wirtschaftspolitischen Interesse. Wenn man auch noch nicht be-
haupten kann, daB die in den letzten Jahren stark anschwellende Dis-
kussion iiber dieses Problem schon zu praktisch anwendbaren Resulta-
ten gefiithrt habe, so ist doch nicht zu leugnen, daB3 gewisse Fortschritte
zumindest in der theoretischen Durchdringung des Problems erzielt
worden sind. Im folgenden Beitrag werden die beiden hauptsichlichen
Ansitze zur Losung des Problems der optimalen Investitionsquote vor-
gefiilhrt und eine neuartige Verkniipfung zwischen beiden hergestellt.

* Der vorliegende Beitrag, der als Referat wihrend der Sitzung des
Theoretischen Ausschusses am 2. Mai 1964 in Haus Ahlenberg bei Dortmund
vorgetragen wurde, ist eine auf die Hauptgedanken komprimierte Zusam-
menfassung einer Arbeit des Verfassers, die unter dem Titel ,, Uber optimales
wirtschaftliches Wachstum. Ein Beitrag zur makrookonomischen Theorie des
Investitionsoptimums* vor kurzem in der Reihe der List-Gesellschaft erschie-
nen ist. Den Teilnehmern an der Sitzung des Theoretischen Ausschusses ist
der Verfasser fiir eine Reihe von Anregungen zu Dank verpflichtet.
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Zunichst sind zwei Vorfragen zu klidren. Die eine bezieht sich auf
die Wahl des Optimierungskriteriums, die andere auf die Abgrenzung
zwischen denjenigen das Wachstum bestimmenden Faktoren, welche
der Optimierung unterworfen und denjenigen, welche als exogen be-
handelt werden sollen.

1. Die zu optimierenden (endogenen) Faktoren

Die letztere Frage, welche zuerst geklirt werden soll, stellt sich des-
wegen, weil die Investition, und damit das Wachstum des Produktions-
faktors Realkapital, nur eine von mehreren Determinanten des Sozial-
produktwachstums ist. Die drei anderen, die ebenso wie das Kapital
als homogen gedachte Aggregate behandelt werden sollen, seien als
Arbeit, Boden sowie technisches (und organisatorisches) Niveau bezeich-
net. Durch die GroBe dieser Faktoren wird via volkswirtschaftliche
Produktionsfunktion in jedem Zeitpunkt die Hohe des Sozialprodukts
bestimmt, sofern man die — Vollbeschiftigung aller Faktoren garan-
tierende — neoklassische Bedingung einfiihrt, daB sich die Nachfrage
dem Angebot anpasse, man also die Giiltigkeit des Sayschen Gesetzes
unterstellt. Das Wachstum des Sozialprodukts ergibt sich dann bei ge-
gebener Produktionsfunktion aus dem Wachstum jedes der vier Fakto-
ren. Will man ein optimales Wachstum ableiten, so muB3 geklirt wer-
den, welche der Faktoren hinsichtlich ihrer Zuwachsrate der Optimie-
rung unterworfen werden sollen. Das ist eine Frage der Grenzziehung
zwischen exogenen und endogenen Variablen, die ganz nach analytischer
ZweckmiBigkeit vorzunehmen ist. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB
die Behandlung der Zuwachsrate eines Faktors als endogene Variable
voraussetzt, dafl sie aus anderen Variablen des Systems erkldrt werden
kann, d.h. mit diesen funktional verkniipft werden muB. In einem
okonomischen Modell heifit das, dafl die entsprechende Zuwachsrate
6konomisch erkldrt werden mubB.

Von den vier erwdhnten Faktoren ist es vor allem das Kapital und
seine Zuwachsrate, auf die sich die 6konomische, d. h. endogene Erkla-
rung in der Wachstumstheorie beschrinkt. Die Klassiker haben dariiber
hinaus das Bevolkerungs- bzw. Arbeitskriftewachstum dkonomisch er-
klart, und neuerdings bemiiht man sich auch um eine Skonomische
Theorie des technischen Fortschritts. Der Faktor Boden wird dagegen
durchgehend als exogen gegeben und sogar konstant angenommen, was
realistisch ist, sofern man seine Verbesserungen (ErschlieBung von
Bodenschitzen, usw.) dem technischen Fortschritt zuordnet. Im folgen-
den Modell werden alle Faktoren und ihre Zuwachsraten auBer dem
Kapital als exogen bestimmt angenommen. Die exogene Behandlung
von Boden und Arbeit diirfte vertretbar sein. DaB auch der technische
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Fortschritt als exogen bestimmt angenommen wird, ist dagegen eine
Schwéche des Modells. Die Frage nach dem optimalen Sozialprodukt-
wachstum reduziert sich damit auf die nach dem optimalen Kapital-
wachstum oder der optimalen Investition.

2. Die Optimierungskriterien

Bis vor wenigen Jahren wurde von allen Okonomen, die sich mit der
Frage der optimalen Investition bzw. der optimalen Ersparnis beschif-
tigt haben, die Maximierung einer Nutzen- oder Welfare-Funktion als
Postulat zugrundegelegt!. Unter der Voraussetzung, daB8 nur der gleich-
zeitige volkswirtschaftliche Konsum den gesellschaftlichen Welfare
einer Periode bestimmt, 148t sich das Problem dann wie folgt formu-
lieren:

Die Investition bzw. Ersparnis als der dem Konsum entzogene Teil
des Sozialprodukts ist in jeder Periode so zu bestimmen, daf3 die Summe
bzw. das Integral aller Periodenkonsumnutzen iiber einen bestimmten
(endlichen oder unendlichen) Zeitraum ein Maximum wird. Das ist der
Ansatz von Ramsey?, der spater von Meade?, Stone?, Tinbergen®, Good-
win®, Black? und Chakravarty® weitergefiihrt wurde. Er setzt nicht nur
eine kardinale gesellschaftliche Welfarefunktion voraus, sondern {iber-
dies bestimmte Eigenschaften dieser und’oder der Produktionsfunktion
oder aber die exogene Einfiihrung bestimmter Endbedingungen. Das
Problem dieser Endbedingungen war bisher nicht befriedigend geklart.
Dariiber wird noch mehr zu sagen sein.

1 Mit der Ausnahme von B. Horvat, The Optimum Rate of Investment,
Ec. J1.,, 68 (1958), pp. 747—767.

2 F.P. Ramsey, A Mathematical Theory of Saving, Ec. Jl., 38 (1928), pp. 543
to 559.

3 J. E. Meade, The Theory of International Economic Policy Vol. II: Trade
and Welfare, und Mathematical Supplement hierzu, beide London-New York-
Toronto 1955.

4 R. Stone, Misery and Bliss: A Comparison of the Effects of Certain Forms
of Saving Behaviour on the Standard of Living of a Growing Community,
Economia Internazionale, 8 (1955), pp. 3—24 sowie derselbe, Three Models of
Economic Growth, in: Logic, Methodology and Philosophy of Science:
Proceedings of the 1960 International Congress, Stanford Univ. Press 1962,
Hrsg. von Nagel, Suppes und Tarski, pp. 494—506.

5 J. Tinbergen, The Optimum Rate of Saving, Ec. J1., 66 (1956), pp. 603—609
— derselbe, Optimum Savings and Utility Maximization over Time, Econo-
metrica 28 (1960), pp.481—489 — derselbe und H. C. Bos, Mathematical
Models of Growth, Economic Handbooks Series, New York 1962, pp. 24 ff.

6 R. M. Goodwin, The Optimal Growth Path for an Underdeveloped Eco-
nomy, Ec. J1. 71 (1961), pp. 756—1774.

7 J. Black, Optimum Savings Reconsidered, or Ramsey without Tears,
Ec. J1. 72 (1962), pp. 360—366.

8 S. Chakravarty, Optimal Savings with Finite Planning Horizon, Internat.
Econ. Review 3 (1962), pp. 338—355 — derselbe, The Existence of an Optimum
Savings Program, Econometrica 30 (1962), pp. 178—187.

6 Schriften d. Vereins £. Socialpolitik 42
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Vor etwa drei Jahren ist nun ein anderes Optimierungskriterium
eingefiihrt worden, und zwar unabhingig von Phelps?, Meade!® und
v. Weizsédcker!!. Es unterscheidet sich in zweifacher Hinsicht vom Wel-
faremaximierungspostulat. Einmal nidmlich soll nun anstelle des Kon-
sumnutzens der Konsum selbst maximiert werden. Zum zweiten aber,
und das ist noch wesentlich wichtiger, wird nun nicht mehr die Summe
bzw. das Integral {iber den Konsum oder Nutzen mehrerer Perioden,
sondern vielmehr der Konsum in jedem Zeitpunkt maximiert, aller-
dings unter der Einschrinkung, daB die Wachstumsrate von Kapital
und Einkommen konstant sei, eine Einschrankung, die die Forderung
nach langfristiger Konsummaximierung beinhaltet. Der Vorteil dieses
Ansatzes besteht darin, dafl 1. keine Welfare-Funktion mehr nétig ist
und 2. ein Problem der Endbedingung bzw. des Zeithorizontes nicht
mehr auftaucht. Allerdings hat er auch Nachteile, wie noch zu zeigen
sein wird.

Ziel und Zweck der folgenden Bemerkungen ist der Nachweis, da
enge Beziehungen zwischen beiden Ansédtzen bestehen, ja, daB sie sich
so gliicklich gegenseitig ergédnzen, da die Méngel des einen durch die
Vorteile des jeweils anderen behoben werden.

Der optimale Wachstumspfad, der sich aus dem zweiten Ansatz er-
gibt, ist ndmlich ein Sonderfall des ersten, dlteren Ansatzes der Welfare-
maximierung. Seine Besonderheit riihrt daher, daB} seine Wachstums-
rate konstant ist, weswegen er hier als optimaler Gleichgewichtspfad
bezeichnet wird. Er ist in mancher Hinsicht einfacher zu handhaben als
der allgemeinere optimale Wachstumspfad mit variabler Wachstums-
rate, der sich aus der Bedingung der Welfaremaximierung ergibt. Das
bestdtigt die bekannte Tatsache, daBl die Analyse von Gleichgewichts-
situationen einfacher ist als die von Anpassungsvorgingen — sie ist
hier nur deswegen nicht so offensichtlich, weil das Gleichgewicht ein
dynamisches ist, d. h. nicht in der Konstanz der Variablen (Volksein-
kommen, Kapital, Konsum, Investition) besteht, sondern in der Kon-
stanz ihrer Wachstumsraten.

DaBl dem Gleichgewicht, auch dem dynamischen, als solchem keine
normative Bedeutung zukommt, sei besonders betont. Wenn es in
irgendeinem Sinne optimal sein soll, so ist das unabhéngig von seiner
Gleichgewichtseigenschaft nachzuweisen.

Bevor die Abteilung des optimalen Gleichgewichtspfades in Angrift
genommen wird, seien die Voraussetzungen des zu entwickelnden Mo-

9 E. Phelps, The Golden Rule of Capital Accumulation: A Fable for
Growthmen, Am. Ec. Review 51 (1961), pp. 638—643.

10 J. E. Meade: A Neo-Classical Theory of Economic Growth, 2.Aufl.,
London 1962.

11 C. C. v. Weizsidcker, Wachstum, Zins und optimale Investitionsquote,
Basel-Tiibingen 1962.
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dells zusammengestellt; sie behalten ihre Giiltigkeit auch fiir das spiter
zu behandelnde Modell der Welfaremaximierung.

3. Die Modellvoraussetzungen

Es wird eine geschlossene Wirtschaft zugrundegelegt. Der Staat mit
Einnahmen und Ausgaben erscheint nicht explizit, doch mag man sich
staatlichen Konsum und staatliche Investition in den gesamtwirtschaft-
lichen GréBen C und I enthalten denken. Die Analyse ist hochaggregiert
(es gibt nur ein Produkt und drei Produktionsfaktoren) und auf Real-
groBen beschriankt; Preisrelationen und Preisniveau werden als kon-
stant vorausgesetzt. Die Produktionsfaktoren seien jederzeit vollbeschif-
tigt, das Gleichgewicht zwischen Investition und Ersparnis sei jederzeit
realisiert. Es wird eine gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktion vom
erweiterten Cobb-Douglas-Typ angenommen, d.h. die Faktoren seien
(mit der Substitutionselastizitdt 1) kontinuierlich substituierbar.

IL. Der optimale Gleichgewichtspfad

1. Die makroékonomische Produktionsfunktion

Die Produktionsfunktion lautet
2.1.1) Y =T -R"-A%.K?

alle Variablen seien kontinuierliche Funktionen der Zeit (t). Im einzel-
nen bedeuten

Y = Nettosozialprodukt

T = Technisches Niveau

R = Raumausstattung, insbesondere Grund und Boden
A = Arbeitseinsatz (in Stunden)

K = Realkapitalbestand

Die Produktionselastizititen y,  und B seien jede fiir sich konstant,
was neutralen technischen Fortschritt im Sinne von Hicks impliziert,
und in ihrer Summe gleich eins, d. h. es werden konstante Skalenertrige
(,constant returns to scale“) angenommen (¢ + § + y = 1).

Unterstellt man weiter Konstanz der durchschnittlichen Arbeitszeit h
(A = h"E; E = Erwerbsbevolkerung), so 1468t sich die Produktionsfunk-
tion in Je-Kopf-Grofen schreiben:

Y R,

(2.1.2) y=§=T-h“(—) . (

K.2
E —)

E

6*
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Beziiglich des Wachstums der exogenen (zeitabhidngigen) Produktions-
faktoren werden folgende Annahmen gemacht:

@13) a) R=R,
b) E=E; e wgt (wg = const.)

o T=T, eV (wp = const)
Die Produktion je Erwerbstitigen (Produktivitit) ist dann
@LY) o p Wit g<p<)

worin bedeuten

R,\” Anfangswert des technischen Niveaus unter Be-

2.15) F,=h"T, (E ) riicksichtigung der Arbeitszeit und der anfing-
©  lichen Raumausstattung je Kopf.

(2.1.6) wp=wp—ywg Rate des technischen Netto-Fortschritts

2.1.7) k= % Kapital je Erwerbstitigen (Kapitalintensitét)

In allgemeiner Schreibweise ist also die Produktivitdt eine Funktion
der Kapitalintensitdt und der Zeit:

218 y=ykt

2. Die gleichgewichtige (konstante) Wachstumsrate

Durch Differentiation von (2.1.8) nach der Zeit erhdlt man die Pro-
duktionsfunktion, ausgedriickt in Wachstumsraten

y _d kk 91
@2.) ; T oky k + ot y
oder
2.2.2) wy = f wy + Wp

worin bedeuten

wy = % Wachstumsrate der Produktivitét
k
Wy = x Wachstumsrate der Kapitalintensitédt
g% 1;7 = = const. Produktionselastizitdt des Kapitals
gf |y = wp = const. Rate des Netto-Fortschritts
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Damit wy konstant ist, muBl bei Konstanz von # und wr auch wy = k

k

konstant sein. Nun ist aber
d&) ) . . )
. dk E EK — KE K K E
(2.2.3) K= — = = = = _ 2> =
dt dt E? E E E

I K E .
“E " EE Wk

D.h. die Zunahme der Kapitalintensitat (i{) ist gleich der Je-Kopf-

Investition (i = %), vermindert um die Investitionen, die bei wachsen-

der Erwerbsbevilkerung zur Aufrechterhaltung der Kapitalintensitét
notig sind. Aus (2.2.3) folgt

2.24) W= =% Ve

Fiihrt man eine konstante Spar- bzw. Investitionsquote o ein:
(2.2.5) i=oy

so erhdlt man

2.2.6) Wi =0 % - wg

Bei Konstanz von o und wg ist wi konstant, wenn y und k mit gleicher
Rate wachsen:

(2.2.7) Wy = Wy

Setzt man diese Bedingung fiir eine konstante Wachstumsrate der
Produktivitédt in (2.2.2) ein, so ergibt sich fiir die Gleichgewichtswachs-
tumsrate
Wp- _ Wp — 7Wg

1-8 1-8

Sie wird durch den technischen Netto-Fortschritt und die Produktions-
elastizitdt des Kapitals bestimmt, ist aber unabhéngig von der Spar-
quote.

(2.2.8) Wy =Wy =

3. Der optimale Gleichgewichtspfad

Um unter den gleichgewichtigen (durch konstante Wachstumsrate
charakterisierten) Wachstumspfaden einen optimalen auszuwihlen, wird
als Optimumkriterium die Maximierung des Je-Kopf-Konsums in je-
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dem Zeitpunkt eingefiihrt. Der Konsum ist, unter Beriicksichtigung
von (2.2.3)

(2.3.1) c=y—i=y&t — &+ wgk)

Wegen der Beschriankung auf konstante Wachstumsraten ist
(2.3.2) k= wr k  mit wy = const.

Daher wird aus (2.3.1)
233) c=ykt) — (wy + wpk

Die Bedingungen fiir cpax sind

dc  dy
(2.3.4) Kok (W +wg) =0
und
2 2
(2.3.5) §—c = ?;y <0
Jk® 9k

Die letztere Bedingung (abnehmende Grenzproduktivitdt der Kapital-
intensitdt) ist bei Zugrundelegung der Cobb-Douglas-Funktion (2.1.4)
erfiillt. Aus (2.3.4) folgt

dy
(2.3.6) 3k = Vet Wg=wg

Durch Multiplikation mit dem Kapitalkoeffizienten erhélt man
a_yk_(k k  k+wgk i

(2.3.7) %y~ G We); - =2
oder
2.3.9) g =ot

Die konstante Investitionsquote 4, die zu einem optimalen (Konsum
maximierenden) Wachstum mit konstanter Rate fiihrt, ist also der Pro-
duktionselastizitdt des Kapitals (§) gleich (v. Weizsdckers optimale In-
vestitionsquote). Sie wird kiinftig mit einem Stern (*) bezeichnet.

4. Anfangsbedingungen und Stabilitdt
des optimalen Gleichgewichtspfades

Unter Verwendung der konstanten optimalen Investitionsquote o* ist
die Produktivitédt
(2.4.1) e e
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Setzt man diesen Ausdruck in die Produktionsfunktion (2.1.4) ein, so
erhilt man eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir den optima-
len Wachstumspfad der Kapitalintensitét:

@242) k+wgk—fF,e VEt kb =0

Deren Losung lautet, wenn man die Anfangsbedingung aus der An-
fangskapitalintensitdt k, fiir t = 0 bestimmt:

(2.4.3)

k:{ F, f1 - )

e +k e

] wpt  — wg1 — )it 1—8—wg—pt ﬁ
wg(—f) +wg ] ©

Hieraus erhilt man den folgenden Ausdruck fiir die Wachstumsrate
der Kapitalintensitét

— [wg@ — B) + wg] t N

Ik 1 wp—wgl—Pp)-e
2.4.4) W= =% B
4 1pe” WEATPE o
k,'"? [wg(l — B) + wy]
it =2 -
mit N F, 80— P)

Der Ausdruck N, der im Zihler und im Nenner vorkommt, verschwin-
det, wenn

(2.4.5) k16 __FoBQ-=5
° wg(l — ) + wp

Nur in diesem Fall ist

Wg

1-§

Das ist die schon oben (2.2.8) abgeleitete konstante Wachstumsrate,
von der hiermit nachgewiesen ist, daB sie bei Durchsetzung der kon-
stanten optimalen Investitionsquote ¢* = f realisiert wird, so da} das
Wachstum optimal (den Je-Kopf-Konsum maximierend) ist — jedoch
nur unter der Voraussetzung, daB3 die Bedingung (2.4.5) erfiillt ist. Hier-
durch wird eine optimale Anfangskapitalintensitat

1
Fo/g(l"ﬂ)__ 1-8

(2.4.6) w, = = const.

2.4.7) K —

0 =

postuliert, die durch die Parameter der Produktionsfunktion (F,, f) und
durch die exogen gegebenen Wachstumsraten (wg, wr) eindeutig be-
stimmt ist. Damit ist der optimale Gleichgewichtspfad durch seinen An-
fangspunkt und seine Wachstumsrate festgelegt.
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Zur Veranschaulichung der bisherigen Ableitungen seien einige
graphische Darstellungen eingefiigt, und zwar zunichst fiir den Fall,
daB ein Netto-Fortschritt nicht existiert (wr = 0). Unter dieser Voraus-
setzung ist die optimale konstante Wachstumsrate (2.4.6) gleich Null:

(2.4.8) W, =w,=0
Die Produktivitat ist
(2.4.9) y=Fk?
und der Je-Kopf-Konsum ist (wegen k=wik= 0)
(2.4.10) c=y—i=F kP —wgk

Da alle Groflen zeitunabhingig sind, lassen sich die Funktionen (2.4.9)
und (2.4.10) in einem zweidimensionalen Diagramm darstellen (Fig. 1).

1 .
y.c, i

Figur 1

Die Interpretation ist einfach. Da die Grenzproduktivitit der Kapi-
talintensitdt und damit die Steigung der Produktivitidtskurve mit
wachsender Kapitalintensitdt abnimmt, gibt es — sofern nur die
Bevolkerung wichst (wg = 0), so dafl zur Aufrechterhaltung des Kapi-
talbestandes je Erwerbstédtigen positive Investitionen notwendig sind
— eine bestimmte Kapitalintensitat, bei der der Je-Kopf-Konsum als
Differenz zwischen Je-Kopf-Einkommen und Je-Kopf-Investition maxi-
mal ist. Der Wert dieser optimalen Kapitalintensitdt 1468t sich durch
Nullsetzen der ersten Ableitung von (2.4.10) nach k bestimmen:

g—;=F°BkB'1 =wy =0
1
(2.4.11) K* = (&)ﬁ

WEg
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Der zugehorige maximale Je-Kopf-Konsum hat den Wert

ﬂFo)l—f’—B

(2.4.12) ¢ =(1—oMy* =1~ HF (-
E

Wenn dagegen der technische Netto-Fortschritt positiv ist (wrp > 0), so
wachsen alle optimalen Grofen im Zeitablauf mit der optimalen
Wachstumsrate (2.4.6). Fir den optimalen Pfad der Kapitalintensitét
gilt

(2.4.13) K — Ke wit
mit
1
@47 oo | FoBU—F 1175
° wg(l — f) + wp
und
. Wg
(2.4.6) =g
Fir den optimalen Produktivititspfad erhdlt man wegen w, = wj
(2.4.14) v =ve st _F (e Vit

und fiir den Pfad des maximalen Je-Kopf-Konsums gilt

Der Ubersichtlichkeit halber ist die dreidimensionale Darstellung in
Fig. 2 auf den Konsumpfad (2.4.15) beschriankt.

4

*
c’= (4 et
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Zu beachten ist, daB der optimale Anfangspunkt k, (und damit
auch cj) in Fig. 2 niedriger liegt als in Fig. 1. Durch technischen Netto-
Fortschritt (wr) wird némlich die Grenzproduktivitit des Kapitals im
Zeitablauf erhoht und damit die Investition angeregt. Das bedeutet
einen desto groBeren Abzug vom Sozialprodukt, je héher wp ist —
und damit einen kleineren Konsum. Da aber k* (und auch k) aus dem
Maximalkonsum abgeleitet wurde, folgt bei hoherem wr ein kleineres
k; .

Der niedrigere optimale Anfangspunkt bleibt in diesem Falle (wr>>0)
jedoch nicht fiir alle Zeit bestehen. Vielmehr wachsen die optimalen
GroBen alle mit der optimalen Gleichgewichtswachstumsrate w; =

¢, so daB die hoheren Anfangswerte der Fig.1 bald er-

T
Wk_wc“l_.

reicht und ubertroffen werden.

Wenn die Anfangsbedingung (2.4.7) jedoch nicht erfiillt ist, ist die
Wachstumsrate weder konstant noch optimal (den Je-Kopf-Konsum
maximierend). Doch ist der optimale Gleichgewichtspfad stabil, wie
die folgende Betrachtung von (2.4.4) zeigt. Bei unteroptimaler Anfangs-
kapitalintensitat

1
F0-p |i=
(2.4.16) _foPAVT M) [1-8
Ko< [Ws(l -B+ WF]

sind die Ausdriicke N in (2.4.4) negativ; der Nenner des groSen Bruches
in (2.4.4) ist kleiner als eins, steigt aber bei t— oo auf 1; der Zidhler sinkt
von einem Wert > wyp mit t— o auf wp. Die Wachstumsrate ist in diesem
Falle also zunichst gréBer als die optimale (2.4.6), néhert sich ihr aber,
um sie im Grenzfall t = o zu erreichen — immer unter der Vorausset-
zung, daB die konstante optimale Investitionsquote ¢* = f§ realisiert wird;
diese fungiert also als Stabilitdtsbedingung.

Analog das Umgekehrte gilt bei iiberoptimaler Anfangskapitalinten-
sitdt (ko > kj).

Wenn die konstante optimale Investitionsquote durchgesetzt wird,
néhert sich das System also von jedem beliebigen Ausgangspunkt nach
geniigend langer Zeit (genau: im Unendlichen) dem optimalen Gleich-
gewichtspfad (Fig. 3).

Doch sind diese Anpassungspfade, d.h. die Bewegungen von nicht-
optimalen Anfangspunkten auf den optimalen Gleichgewichtspfad hin,
nicht gleichgewichtig, denn ihre Wachstumsraten sind nicht konstant:
wk in (2.4.4) ist zeitabhiéngig. Da aber Konstanz der Wachstumsrate
eine wesentliche Bedingung fiir die Ableitung des den Je-Kopf-Konsum
maximierenden Wachstumspfades ist, sind solche Anpassungspfade
nicht optimal im Sinne der Konsummaximierung. Will man einen
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Ak

1N K-k ew':f

0

Figur 3

optimalen Anpassungspfad mit variabler Wachstumsrate ableiten, so
versagt das Postulat der langfristigen Maximierung des Je-Kopi-
Konsums in jedem Zeitpunkt als Optimierungskriterium. Wie Vogt in
einer Ergénzung!? gezeigt hat, ist es jedoch méglich, den Konsum iiber
einen Zeitraum von mehreren Perioden, dessen Dauer exogen vorge-
geben ist, zu maximieren und solcherart eine allerdings konstante und
in ihrer H6he von der Lénge des Zeitraums abhéngige optimale Spar-
quote bei variabler Wachstumsrate zu bestimmen. Bei diesem Verfah-
ren werden die Konsumvolumina der verschiedenen Zeitpunkte inner-
halb des Optimierungszeitraumes gleich bewertet. Will man dagegen
der Moglichkeit Rechnung tragen, daBl verschieden hohe und zu ver-
schiedenen Zeiten anfallende Konsumvolumina eine unterschiedliche
Befriedigung gewdhren, so miissen diese Konsumvolumina bewertet
werden. Das kann durch Aufstellung einer gesellschaftlichen Nutzen-
funktion geschehen. Das Kriterium fiir ein optimales Wachstum ist
dann die Maximierung des Zeitintegrals dieser Nutzenfunktion.

III. Das den gesellschaftlichen Welfare maximierende optimale
Wachstum mit variabler Wachstumsrate

Der durch die konstante optimale Investitionsquote charakterisierte,
von einem nichtoptimalen Anfangspunkt ausgehende Anpassungspfad
erreicht den optimalen Gleichgewichtspfad erst im Unendlichen. Es
liegt nun nahe, durch Steigerung der Investitionsquote eine Beschleu-

12 W. Vogt, Zur makrookonomischen Theorie des Investitionsoptimums, in
diesem Band.
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nigung dieses Anpassungsvorgangs zu erzwingen. Wie hoch aber soll
die Investitionsquote angesetzt werden? Die Beantwortung dieser Frage
hingt offenbar davon ab, in welchem Zeitraum die Anpassung, d.h.
die Erreichung des optimalen Gleichgewichtspfades vollzogen werden
soll; und das héngt davon ab, welchen Nutzen die Gesellschaft ver-
schiedenen Konsumhdohen im Zeitablauf beimit. Diese Bewertung des
Konsums 148t sich in einer gesellschaftlichen Nutzenfunktion formali-
sieren.

1. Die gesellschaftliche Welfare-Funktion und ihre Maximierung

Die bekannten Probleme, die bei dem Versuch auftauchen, eine ge-
sellschaftliche Nutzenfunktion aus den Praferenzen der einzelnen Wirt-
schaftssubjekte abzuleiten, sollen hier nicht diskutiert werden. Es wird
vielmehr die Existenz einer solchen Funktion einfach angenommen.
Denn die im folgenden zu behandelnden Probleme der Bestimmung
einer optimalen Investitionsquote wiirden auch dann bestehen bleiben,
wenn alle Schwierigkeiten bei der Aufstellung der gesellschaftlichen
Nutzenfunktion gelést wiaren. Um diese Probleme anpacken zu kénnen,
unterstellen wir also, die logisch vorgelagerten Schwierigkeiten der
Ableitung einer gesellschaftlichen Nutzenfunktion seien bewiltigt!.

Um die angenommene Gestalt der gesellschaftlichen Nutzenfunktion
plausibel zu machen, gehen wir von einem durchschnittlichen oder
reprisentativen Erwerbstitigen aus. Dessen Nutzen (u) sei eine Funk-
tion lediglich des gleichzeitigen Je-Kopf-Konsums (c), soweit er das
Existenzminimum ¢ ilibersteigt.

a —1-v
(311) u=2z--+ 1—:; (C - C)

Hierin sind z und a Konstante, die im folgenden keine groie Bedeutung
haben. Der Grenznutzen

’

u I
—a—a(c 9]

ist positiv, nimmt aber mit wachsendem Konsum ab:
2
d'u _ -v-1
—=—va(c—¢
o ( )

Die Elastizitdt des Grenznutzen (v) sei konstant:

't =
—d—u(c—,9=v=const.
de u

13 Man mag sich vorstellen, da die gesellschaftliche Nutzenfunktion von
dem beriihmten, vielleicht wohlwollenden Diktator kurzerhand festgesetzt
werde, wobei er in beliebiger Weise auf die wirklichen oder vorgestellten
Interessen seiner Untertanen Riicksicht nehmen moge.
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Der gesellschaftliche Nutzen (U) ergebe sich aus dem Je-Kopf-Nutzen
(u) durch Multiplikation mit der Zahl der Erwerbstétigen (E):

(3.1.2) U=u-E

Fiir die weitere Ableitung wird auBler dieser die gesellschaftliche Be-
wertung des gleichzeitigen Konsums beschreibenden Funktion eine
Hypothese iliber die Bewertung des in der Zukunft liegenden Konsums
benétigt. Es werde angenommen, daB die Gesellschaft kiinftige Kon-
sumnutzen mit einer konstanten Nutzendiskontrate o abdiskontiere.
Die Funktion des gesellschaftlichen Nutzendiskonts sei

(3.1.3) G(t) =e ™"

Entsprechend 148t sich die generelle gesellschaftliche Nutzenfunktion
folgendermaRen schreiben:

(3.1.4) ®=u-E-e %" =03 (gt

Der diskontierte gesellschaftliche Nutzen ist abhéngig vom Je-Kopf-
Konsum und der Zeit; letztere steht fiir den Diskont und fiir die zeit-
abhingige (exogene) Grofle der Erwerbsbevolkerung.

Unter der weiteren Annahme, dal die Nutzen verschiedener Perio-
den (bzw. bei kontinuierlicher Betrachtung: Zeitpunkte) voneinander
unabhingig seien, ist der gesellschaftliche Welfare zwischen den Zeit-
punkten t=0 und t=£ (f = Zeithorizont) gleich dem Integral iiber
alle ®:

f
(3.1.5) W= f ® (c,t)dt
oder unter Verwendung von (3.1.1) und 3.1.4)
f wgt 1-v] -ot
a —
(3.1.6) W= one [z + mv(c — Q) e dt

Setzt man fiir ¢ den Ausdruck (2.3.1) ein, so erhdlt man
f

3.1.7) W= fQ (k, k, t) dt
mit
(3.1.8) Q= aolykt) — (k +wgk),t]
oder
— ot t . 1-v
3.1.9) =k, 2 @ eV W kw0

1—v
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Der Ausdruck (3.1.7) ist ein Funktional: der Wert von W hingt von der
Gestalt der zeitabhingigen Funktion k(t) ab, die auBerdem in ihrer
ersten Ableitung erscheint. Notwendige Bedingung fiir ein Maximum
von W ist die Eulersche Gleichung

d aQ) aQ

(3.1.10) a (ﬁ a0

T %k
Sie fiihrt im allgemeinen Fall zu einer Differentialgleichung zweiter
Ordnung (die hier wegen der nichtlinearen Produktionsfunktion nicht-
linear ist), so daB in der Losung zwei Integrationskonstante erscheinen.
Wihrend die Bestimmung der einen Integrationskonstanten aus der
historisch gegebenen Anfangskapitalintensitit unproblematisch ist, er-
geben sich bei der Bestimmung der zweiten erhebliche Schwierigkeiten.
Sie muB auf irgendeine Weise aus den Endbedingungen (Zeithorizont,
Endkapitalintensitit) erfolgen.

2. Der optimale Gleichgewichtspfad
als welfaremaximierender Pfad

Der optimale Gleichgewichtspfad wurde aus der Bedingung abge-
leitet, dal in jedem Zeitpunkt das Maximum des Je-Kopf-Konsums
realisiert sein solle. Damit ist auch der gleichzeitige Je-Kopf-Nutzen
maximal, sofern die Nutzenfunktion kein Maximum hat. Maximaler
gleichzeitiger Je-Kopf-Nutzen jedoch fiihrt zu einem Maximum des
gesellschaftlichen Welfare als dem Integral aller Nutzen, sofern die
Diskontfunktion nicht verschwindet, was laut Annahme (3.1.3) bei end-
lichem t der Fall ist. Unter diesen Voraussetzungen ist der optimale
Gleichgewichtspfad also ein den Welfare maximierender Pfad.

Mathematisch sind die Gleichgewichtspfade durch
B2.1) k=wpk mit wy = const.

gekennzeichnet. Damit wird aus (3.1.7)

f
(3.2.2) W= f Q (k, t) dt
mit
, (wg — o)t
(3.2.3) Q =E,e -uly — wk — wgk)

Die Euler-Gleichung reduziert sich zu

QY
(324) =0
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und ergibt

(Wg _Q)t_d_u

(3.2.5) E, e %

(g—i - Wy — WE) =0

Sie ist erfiillt, wenn der Klammerausdruck verschwindet, da die ande-
ren Komponenten laut Voraussetzung positiv sind. Man erhilt also
als Bedingung fiir das Maximum des Welfare bei Beschrinkung auf
konstante Wachstumsraten den schon oben aus dem Konsummaximie-
rungspostulat abgeleiteten Ausdruck

(2.3.6) g—i = Wy + Wg

aus dem der optimale Gleichgewichtspfad abgeleitet wurde. Durch
Beschrinkung auf konstante Wachstumsraten reduziert sich die Euler-
Gleichung auf eine Differentialgleichung erster Ordnung mit der
Konsequenz, daB nur eine Integrationskonstante zu bestimmen ist —
und das ist unproblematisch.

Da aber eine konstante Wachstumsrate nur bei Erfiillung der An-
fangsbedingung (2.4.7) zu optimalem Wachstum fiihrt, ist die Be-
schrinkung auf gleichgewichtiges Wachstum nur in diesem Falle ge-
rechtfertigt. Im allgemeinen Fall miissen variable Wachstumsraten
zugelassen werden. Damit stellt sich das Problem der Bestimmung der
zweiten Integrationskonstanten aus den Endbedingungen.

3. Die Bedingungen fiir die Existenz eines Maximums
des Welfare-Integrals

Das Welfare-Integral

f
3.15) W = f ® (c, 1) dt

kann mit endlichem Zeithorizont (f << ) oder mit unendlichem Zeit-
horizont (f = o) aufgestellt werden.

a) Unendlicher Zeithorizont (f = )

In diesem Fall ist W ein uneigentliches Integral, das ein Maximum
nur dann haben kann, wenn der Integrand gegen Null konvergiert.
Hierzu ist entweder erforderlich, daB der diskontierte gesellschaftliche
Nutzen ® nach Durchlaufen eines Maximums absolut absinkt oder aber,
daB der Je-Kopf-Konsum ¢ ein Maximum aufweist und danach abnimmt.

Die erste Bedingung ist nur erfiillt, wenn die Funktion des gleich-
zeitigen Nutzens jenseits eines Maximums (,bliss“) negative Grenz-
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nutzen aufweist. Eine solche Nutzenfunktion, die von Ramsey und
anderen verwendet wurde, diirfte aber nicht sehr realistisch sein.
Auch die hiufig vertretene Ansicht, eine positive Nutzendiskontrate
bewirke nach geniigend langer Zeit ein Absinken des gesellschaftlichen
Welfare, trifft, wie Chakravarty!* nachgewiesen hat, nur bei Diskont-
raten zu, die eine bestimmte Hoéhe iiberschreiten, so daB auch dieser
Weg fiir eine generelle Losung ausscheidet.

Wenn der Grenznutzen positiv bleibt, kann der Integrand ® in
(3.1.5) absinken, falls der Je-Kopf-Konsum c¢ nach Durchlaufen eines
Maximums geringer wird. Das ist moglich, wenn die Produktions-
funktion ein Maximum aufweist, ein Fall, der schon von Ramsey
erwdhnt und von Meade als KapitaliiberfluB3 (,capital glut“) bezeichnet
wurde, der jedoch heute meist ausgeschlossen wird. Ein Maximum des
Je-Kopf-Konsums ist aber auch moglich, wenn die Produktionsfunk-
tion kein Maximum hat, sofern nur die Grenzproduktivitit des Kapi-
tals abnimmt, und zwar unter den Bedingungen des oben diskutierten
optimalen Gleichgewichtspfades. Falls diese Bedingungen, insbesondere
die Realisierung der optimalen Anfangskapitalintensitdt, nicht erfullt
sind, versagt auch dieser Weg, ein Maximum von W zu bestimmen.

b) Endlicher Zeithorizont (f < )

Wenn die Voraussetzungen unter (a) nicht vorliegen, kann W ein
Maximum nur bei endlichem Zeithorizont haben. Zur Bestimmung der
zweiten Integrationskonstanten in der Loésung der Euler-Gleichung
sind dann aber exogene Annahmen tiiber den Zeithorizont und die
Endkapitalintensitdt notwendig. Diesen Weg haben Goodwin!®* und
Chakravarty!® beschritten.

Um die hiermit verbundene Willkiir zu vermeiden, werden wir die
Endkapitalintensitdt und den Zeithorizont aus dem optimalen Gleich-
gewichtspfad bestimmen. Aus dem Variationsproblem mit festen Rén-
dern wird damit ein solches zwischen einem Anfangspunkt und einer
Zielkurve.

4. Der optimale Anpassungspfad

Wenn es zutrifft, daB das Welfare-Integral (3.1.5) bei Zugrunde-
legung plausibler Annahmen iiber die Produktionsfunktion (positive,
aber abnehmende Kapitalgrenzproduktivitdt) und die Nutzenfunktior
(positiver und abnehmender Grenznutzen) ein Maximum nur bei end-

14 S.Chakravarty, Optimal Savings with Finite Planning Horizon, Internat.
Econ. Review, 3 (1962), pp. 338—355.

15 R. M. Goodwin, op. cit.

18 S. Chakravarty, Optimal Savings with Finite Planning Horizon, a.a.O.
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lichem Zeithorizont haben kann, wenn weiter die Bedingungen des
optimalen Gleichgewichtspfades wegen Vorliegens einer nichtoptimalen
Anfangskapitalintensitat nicht erfiillt sind, so 148t sich ein optimaler,
den gesellschaftlichen Welfare maximierender Wachstumspfad, der von
einem beliebigen Anfangspunkt seinen Ausgang nimmt, nur ableiten,
wenn der Endpunkt vorgegeben ist. Dieser Endpunkt wird bestimmt
durch den Zeithorizont (t = f) und die Endkapitalintensitit k; in diesem
Zeitpunkt.

Will man diese Endbedingungen nicht exogen, und damit willkiirlich
vorgeben, so kann man sie in der Weise bestimmen, da8 man den
Endpunkt (f, ki) auf dem optimalen Gleichgewichtspfad sucht, denn
dieser ist ja durch die Parameter des Systems eindeutig bestimmt. Die
zugrundeliegende Uberlegung besteht darin, daB es fiir eine Wirtschaft
vorteilhaft sei, irgendwann den optimalen Gleichgewichtspfad zu er-
reichen, weil es keinen langfristig besseren Wachstumspfad gibt.

Der optimale Anpassungspfad von einer beliebigen (nicht optimalen)
Anfangskapitalintensitdt zu einem (vorldufig noch nicht fixierten)
Punkt auf dem optimalen Gleichgewichtspfad muB, wenn er den
gesellschaftlichen Welfare maximieren soll,der Euler-Gleichung (3.1.10)
geniigen. Diese fiihrt, unter Beriicksichtigung von (3.1.9) zu folgender
nichtlinearer Differentialgleichung zweiter Ordnung:

(3.4.1) vk + (vwg + 0k — (1 + v) BF kP 1 k + owgk

— (vwp + pwg + O Fk? — g FKfF + pFP K1 405 =0
mit
(3.4.2) F=F,e

Die Gleichung (3.4.1) ist in geschlossener Form nicht integrierbar.
Sie wurde daher numerisch gelést (nach dem Verfahren von Runge
und Kutta, auf der elektronischen Rechenmaschine ,Siemens 2002“ des
Astronomischen Recheninstituts der Universitit Heidelberg).

Von den beiden Integrationskonstanten wurde die eine aus der
Anfangskapitalintensitit k, fiir t =0 bestimmt. Die zweite, namlich
. dk, .
k,= #, 14Bt sich im vorliegenden Fall, da keine geschlossene Ldsung
moglich ist, nicht aus den Endbedingungen bestimmen. Daher wurde
die Anfangssteigung ko, so lange variiert, bis der Losungspfad den
gegebenen Zielpfad (optimalen Gleichgewichtspfad) an irgendeiner
Stelle gerade tangierte. Aus der so gefundenen Anfangssteigung
wurde die zweite Integrationskonstante bestimmt: der optimale An-
passungspfad von einer beliebigen Anfangskapitalintensitdt bis zu der

7 Schriften d. Vereins £. Socialpolitik 42
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auf dem optimalen Gleichgewichtspfad im Zeithorizont t = f liegenden
Endkapitalintensitdt ist damit bestimmt.

Die folgende Darstellung (Fig.4) moge zur Veranschaulichung des
Verfahrens dienen.

kK4
-
k.n k;ewk t
optimaler
"\ Gleichgewichts-
------------------------------- g fad
400 o= F
ky " 300
200 7~ gesuchter optimaler
Anpassungspfad
ko 100 :
i
H
1 : '
0 10 20 30

Figur 4

In der Forderung, der Anpassungspfad solle den optimalen Gleich-
gewichtspfad gerade tangieren (und nicht etwa schneiden), die zur
Bestimmung der zweiten Integrationskonstanten notwendig ist,
stecken zwei Voraussetzungen: Einmal wird gefordert, daB} im Zeit-
horizont die Kapitalintensitdt des Anpassungspfades gleich der des
optimalen Gleichgewichtspfades sei (k;=k;); das ist einleuchtend und
nicht weiter problematisch. Die zweite Voraussetzung beinhaltet die
Forderung, daB im Zeithorizont die Steigungen, und damit auch die
Wachstumsraten, der beiden Pfade gleich sein sollen (w, ;=w,). Sie
ist nicht ganz so unproblematisch wie die erste, doch 148t sie sich plau-
sibel machen, wenn man bedenkt, wieviel vorteilhafter allmihliche
Anderungen der Wachstumsraten sind als abrupte, wie sie bei einem
Schneiden der beiden Pfade notwendig wiren. Denn bei allméhlicher
Anderung der Wachstumsrate werden die erforderlichen Umstellungen
der Wirtschaftsstruktur (Verdnderung des Anteils der Investitions-
glterindustrie) wesentlich erleichtert und die hiermit einhergehenden
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Friktionen abgeschwicht, weil sie sich auf ldngere Zeitrdume verteilen
konnen.

In Tabellel sind die Zeitpfade einiger wichtiger GréB8en fiir den
optimalen Gleichgewichtspfad und den optimalen Anpassungspfad
zusammengestellt, und zwar fiir bestimmte Werte der in (3.4.1) bzw.
(3.4.2) erscheinenden Parameter.

Tabelle l

Optimale Gleichgewichtspfade und optimale Anpassungspfade

f=02 Fo= 10 wg=00l v=05 =0 ¥,=3L15
y =0, s =100 wp=001 @=0 ¢, = 24,92
wp = 0,009
t k* | k y | e | o(%) | w(%)
0 | 293,13 | 10000 | 2513 939 | 6262 | 14,73

5 310,09 171,39 29,27 13,86 52,71 8,00
10 328,04 236,50 32,66 18,00 44,87 5,20
15 347,02 293,93 35,67 22,08 38,10 3,62
20 367,10 342,74 38,47 26,20 31,90 2,58
25 388,34 382,06 41,12 30,43 25,96 1,79
30 410,85 410,85 43,64 34,91 20,00 1,125 = w

Unter Zugrundelegung der angenommenen Parameterwerte benotigt
also eine Volkswirtschaft, deren Anfangskapitalintensitit rund ein
Drittel der optimalen betrédgt, 30 Jahre, bis sie den optimalen Gleich-
gewichtspfad erreicht hat. Der Preis fiir diese relativ schnelle Anpas-
sung ist eine zu Beginn mit iiber 60 %o extrem hohe Spar- und Investi-
tionsquote, die nur allmihlich absinkt und im Zeithorizont die optimale
konstante Sparquote von 20 %/ erreicht.

Die unrealistisch hohe Anfangssparquote ist ein Charakteristikum
aller bisher aufgestellten Welfaremaximierungsmodelle des optimalen
Wachstums. Sie folgt aus den Annahmen iiber die Produktions- und
tiber die Nutzenfunktion: Wegen der hohen Produktivitdt gegenwirti-
ger Investitionen ist es ,optimal“, wenn die heute lebenden Armen
einen hohen Anteil ihres geringen Einkommens sparen, damit die kiinf-
tigen Reichen mehr konsumieren kénnen.

Dieses Ergebnis wird qualitativ kaum beeinfluSt, wenn man andere
Parameterwerte einfiihrt!”. Von nennenswerter Wirkung sind lediglich

17 Die Ergebnisse verschiedener Parametervariationen sind in der erwéhn-
ten Arbeit des Verfassers ,, Uber optimales wirtschaftliches Wachstum* zusam-
mengestellt.

T
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Variationen der strategischen Parameter der beiden grundlegenden
Funktionen, ndmlich der Grenznutzenelastizitit v und der Produktions-
elastizitit g.

Die Wirkungen verschiedener Grenznutzenelastizitdten auf den opti-
malen Anpassungsvorgang sind in Tabelle 2 zusammengestellt.

Tabelle 2

Die optimale Anpassung bei verschiedenen Elastizititen des Grenznutzens

f =02 F,= 10 Vo= 2513 p0=0
y =01 kK, =100 k) =4523¢ =0

Wg = 0,01 Wk, = W; = 0,005

Wy = 0,005 wp=0004  , _Gx— 02
v Co Oy W, o f ke=ki | y,=vy; | ¢, =¢}
0,5 7,34 0,71 0,17 40 552,45 41,49 33,19
1,0 11,34 0,55 0,13 54 592,53 44,50 35,87
1,5 14,06 0,44 0,10 72 648,36 48,70 38,94

Ein grofieres ahsolutes v bedeutet, da es negativ ist, stirkeres Ab-
sinken des Grenznutzens bei wachsendem Konsum. Da ¢ im Zeitablauf
steigt, werden die spiteren, d.h. hoheren Konsumvolumina geringer,
bzw. die heutigen niedrigeren c¢ héher bewertet. Die optimale (das
Nutzenintegral maximierende) Ersparnis ist also desto geringer, je
hoher die Grenznutzenelastizitdt v!8. Der Anpassungsprozell ist wegen
der kleineren Anfangssparquote (0,) sowie der kleineren spateren Spar-
quoten also weniger schmerzhaft, dafiir aber wesentlich langwieriger:
der Zeithorizont f liegt weiter in der Zukunft. Da sich der optimale
Gleichgewichtspfad durch Variation von v nicht dndert, wird er bei
hoéherem v spéter und entsprechend auf htherem Niveau erreicht.

Dieses Ergebnis bietet einen interessanten Ansatzpunkt, einen weni-
ger unrealistischen optimalen Anpassungspfad abzuleiten. Wiirde man
nidmlich die Grenznutzenelastizitit nicht konstant annehmen, sondern
mit wachsendem c sinken lassen, so erhielte man anfénglich niedrige
optimale Sparquoten, die bei wachsendem ¢ (und damit sinkendem v)
allmihlich ansteigen — was sehr viel ,verniinftiger“ aussieht. Die An-
nahme sinkender Grenznutzenelastizitdten bei zunehmendem Einkom-
men wird gestiitzt durch Angaben von Ragnar Frisch, der Werte von
v = —10 bei sehr armer bis v= —0,1 bei sehr reicher Bevdlkerung
geschitzt hat!®. Da der Einbau einer mit ¢ variierenden Grenznutzen-

18 Es wird immer von den absoluten Werten des negativen v gesprochen.

19 R. Frisch, A Complete Scheme for Computing all Direct and Cross
Demand Elasticities in a Model with Many Sectors, Econometrica 27 (1959),
pp. 188—189.
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elastizitdt in die Nutzenfunktion die ohnehin schon nicht einfachen
Gleichungen erheblich komplizieren wiirde, wurde hierauf verzichtet.
Wie eine solche Modifizierung qualitativ wirken wiirde, wird jedoch
auch aus einem Vergleich der in Tabelle 2 angegebenen Charakteristika
verschiedener Anpassungspfade, die sich durch die H6he ihrer (jeweils
konstanten) Grenznutzenelastizitdten unterscheiden, deutlich.

Der Bedeutung von v fiir die Nutzenfunktion entspricht diejenige
der Produktionselastizitdt g fiir die Produktionsfunktion. Die Wirkun-
gen einer Variation von g, welche sich im Unterschied zu denen von v
nicht nur auf den optimalen Anpassungspfad, sondern auch auf den
optimalen Gleichgewichtspfad erstrecken, sind in Tabelle 3 zusammen-
gestellt.

Tabelle 3

Der optimale Gleichgewichtspfad und die optimale Anpassung bei
verschiedenen Werten der Produktionselastizitit des Kapitals

y=01  F,= 10 wq=001 B 0=0 g=0
k=100 wp=001 WF=0009 _ g5
B | K, [ Yo | C | 0 |Wio | £ |ky =Ki|y, =yilc,=cjlo,= 0" |wy =W,

0,2 | 293,1325,13| 9,39| 0,63| 0,15|30| 410,85 43,64 | 3491 | 0,2 | 0,01125

0,3 |059,30:39,83 5,18 0,87| 0,34| 391 749,00[133,45 | 9397 | 0,3 | 0,01285

Eine Erhéhung der Produktionselastizitit des Kapitals (f), die bei
Konstanz der Skalenertridge eine Verringerung der Produktionselasti-
zitdten der Arbeit (¢) und/oder des Bodens (y) impliziert, wird durch
kapitalbeanspruchenden technischen Fortschritt bewirkt. Eine Erhdhung
von f von 0,2 auf 0,3 steigert die optimale Anfangskapitalintensitit k;
auf mehr als das Dreifache: die groflere Bedeutung des Kapitals macht
einen hoheren Kapitalbestand zur Erreichung des Maximalkonsums in

t = 0 erforderlich. Der optimale Gleichgewichtspfad beginnt also auf
- W,
héherem Niveau. Gleichzeitig steigt er rascher, da sich ja w, = ﬁ
mit B erhoht. Die Anpassung wird also schwieriger (g, ist grofer) und
dauert lédnger (f liegt weiter in der Zukunft). Dafiir wird der optimale

Gleichgewichtspfad auf hoherem Niveau erreicht.

Wiirde man ein anfinglich geringes f, das im Laufe des Wachstums-
prozesses infolge kapitalbeanspruchenden technischen Fortschritts all-
miéhlich ansteigt, in die Produktionsfunktion einbauen, so ergében sich
anfanglich niedrigere, spéter bei héherem Einkommen gréBere optimale
Sparquoten als in den Modellen mit jeweils konstantem 8. Durch diese
Modifizierung, die wiederum nicht formelm#Big durchgefiihrt wurde,
erhielt man wesentlich realistischere optimale Anpassungspfade.
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Hans-Jiirgen Vosgerau

Anhang
Verzeichnis der wichtigsten verwendeten Symbole

Arbeitseinsatz, in Stunden
Produktionselastizitdt der Arbeit
Produktionselastizitdt des Kapitals
Gesamtwirtschaftlicher Konsum

Konsum je Erwerbstédtigen
durchschnittlicher Mindestkonsum
Erwerbsbevolkerung

Technischer Netto-Fortschritt

Zeithorizont

Diskontierter Gesamtnutzen
Gesellschaftliche Nutzendiskontfunktion
Produktionselastizitdt der Raumausstattung
durchschnittliche Arbeitszeit in Stunden
Gesamtwirtschaftliche Investition
Investition je Erwerbstédtigen
Volkswirtschaftlicher Kapitalbestand
Kapitalbestand je Kopf der Erwerbsbevolkerung, Kapitalintensitat
Raumausstattung

Gesamtersparnis

Durchschnittsersparnis

durchschnittliche Sparquote

Technischer Fortschritt

Zeit

gleichzeitiger Gesamtnutzen

gleichzeitiger Durchschnittsnutzen (je Erwerbstéatigen)
Elastizitdt des Grenznutzens

Welfare: Integral liber die Periodennutzen
Wachstumsraten

Nettosozialprodukt, Gesamteinkommen
Einkommen je Erwerbstétigen, Produktivitat



Diskussionsbeitrag zu H.-J. Vosgerau
Zur makrookonomischen Theorie des Investitionsoptimums

Von Winfried Vogt (Kiel)

1. Das Problem

1. Als Erginzung zur Theorie von Vosgerau soll im folgenden gezeigt
werden, dall man durch geeignete Wahl der Sparquote auch bei variab-
ler Wachstumsrate des Kapitalstocks — wenn man sich also nicht in
einem ,,golden age“ befindet — direkt den Konsum maximieren kann,
ohne daBl man eine gesellschaftliche Welfarefunktion einfiihren muS8.

Der Einfachheit halber wird eine stationére Erwerbsbevolkerung an-
genommen, d. h. das Wachstum dieser Gro8e sei Null!. Man kann dann
anstelle des Je-Kopf-Konsums die absolute Hoéhe des Konsums be-
trachten.

Es sei C der Konsum, der insgesamt in der Planungsperiode t bis
t + h erstellt wird. s sei die in der Planungsperiode konstante Spar-
quote. Das Nettosozialprodukt im Zeitpunkt v werde durch Y (r) be-

zeichnet. Dann ist
t+h

L1 C=(1-5)- j'Y(r)dr )
t

Die Hohe des Sozialprodukts wird bestimmt durch die Produktions-
funktion

(1.2) Y() = e K@),
in der K(r) die Hohe des Kapitalstocks im Zeitpunkt 7z, 4 einen kon-

stanten Faktor des technischen Fortschritts und # die konstante Pro-
duktionselastizitit des Kapitals bezeichnet (0 < g <<1)2 Ferner gilt

(1.3) K@) =sY(@) .

1 Die Ergebnisse gelten aber mit unwesentlichen Modifikationen auch fiir
den Fall einer wachsenden Bevolkerung.

2 Die Funktion (1.2) entspricht der Produktionsfunktion (2.1.4) bei Vosgerau:
Y/E =F,-e Wit . (R/EYf .
Es ist nur wp = 1 und, der Einfachheit halber, F - E'-f =1 gesetzt. Letzteres
ist bei konstanter Erwerbsbevolkerung zuldssig.
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Es soll nun jene optimale Sparquote s* bestimmt werden, die C bei
Giiltigkeit der Gleichungen (1.1), (1.2) und (1.3) maximiert. Ferner soll
gezeigt werden, wie die optimale Sparquote von der Lénge des Pla-
nungszeitraums h und vom Ausgangspunkt t abhéngt. Die Ergebnisse
dieser Probleme werden im dritten Abschnitt dargestellt. Der nun fol-
gende zweite Abschnitt bringt die erforderlichen Ableitungen und Be-
weise. Er kann vom nur am Ergebnis interessierten Leser iiberschlagen
werden.

2, Die Losung des Problems

1. Aus (1.3) folgt:
t+h

fY(ﬂdz - —Sl- : [K(t +h)— K(t)} .
t

K(7) 148t sich aus (1.2) und (1.3) durch Integration einer Differential-
gleichung bestimmen als

2z ity 1
K() = [K(t)l‘ﬂ +s(1-p% ;e t] 15 .

Unter Benutzung dieser Beziehungen erhélt man aus (1.1):

1
C=1—S_s{[1+a(1—ﬂ)s}l‘ﬁ—1}K(t)

()]

Damit hat man C als Funktion von s. Notwendige Bedingung fiir ein
Maximum ist 6C/ds = 0. Das fithrt zu der Bedingung
B

{1+a(1—ﬂ)s* -8, [l—a(ﬁ—s*)s* =1

(0]
bzw. f(s*, a) = f;(s* a) - f5(s*,a) =1

A
mit £,(s,0) = [1 + ol — ﬂ)s] 1-8

fa(s, @) = [1 —a(f — s)s]

Es 148t sich zeigen, daB (2) s* als stetige Funktion von a liefert..

2. Die Bedingung (2) kann nur erfiillt sein fiir f{ >0 und f2>0. Denn
f; <0 ist hochstens moglich fiir s <0, aber fiir s <<0 ist ££>0. f{>0
bedeutet:

1

(3a) s* > —a—m .
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Geometrisch gesehen bedeutet das, daBl in einem s* ¢-Diagramm s*
nicht unter der Kurve s* = —1/a(1 — f) liegen kann (vgl. das quer ge-
strichelte Feld in Fig. 1).

fo > 0 bedeutet:

@3b) L

a <(—ﬂ e "
Die optimale Sparquote kann demnach nicht in dem diagonal ge-
strichelten Feld (Fig. 1) liegen.

3. Ein weiteres Feld 148t sich durch Betrachtung der zweiten Ablei-
tung abgrenzen. Es mufl ja 6°C/ds?<<0 gelten, wenn der gefundene
Extremwert ein Maximum darstellen soll. Die Betrachtung der zweiten
Ableitung zeigt, daB dies nur zutrifft, wenn

2 —afB
* 11 *
s >2a_aﬂfurs >0
(€] )
und s* < —af fiir s* <0.
2a —af

Das bedeutet geometrisch, dafl s* nicht in einem der léngs gestrichelten
Felder (Fig. 1) liegen kann.

4. Weiter 148t sich zeigen, daf3

(5) lim s* =
a—>0

1 —
Ta(l—6)

’

S

Es ist némlich f; (s',0) = 0 und £ (s, @) =7 i B 1+ a(ll_ ik s’ ist dann
eine Losung, wenn f; (s, a) = f2 (s, @)-1, d.h. wenn f3 (s’, )-1 = 0. Das
ist fiir ¢ = 0 und nur fir ¢ - 0 der Fall.

5. Zur Ableitung von lim s* kann man die Bedingung (2) in der Form

a—>00

B
1 13 [1 1
ata- ﬁ)s*] o [a —6- S*’S*] = 1ip

schreiben. Fiir a = o vereinfacht sich diese zu
B
[(1 - ﬂ)S*] 1-# (B — s*)s* =0.

Diese Gleichung hat als Losung s; = # und s; = 0.
Mit Hilfe von 62C/ds? (s = s*) 148t sich aber zeigen, daBl s* = 0 hochstens
ein Maximum fiir @ = 2/ liefert, nicht aber fiir a - . Es gilt also
6) lim s* = .
a—>»00
6. Ferner kann man nachweisen, daf3
) s* =0 fiir a = 2/8.
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Beweis:

Es ist sicher (0, g) = 1. AuBerdem ist

28-1

d i(s, ?‘3) =2af; f (a—1s

s
Dieser Ausdruck ist wegen @ =2/ >1 und f; > 0 im relevanten Inter-
vall stets positiv, so daf3 sicher

1(s, %) +1 fiir s£0.

Einzig mogliche Losung fiir f (s*, g) =1 ist demnach s* = 0.

7. Aus den Ergebnissen (2) bis (7) folgt, da3 die in (2) definierte Kurve

f (s* a) in den nicht gestrichelten Feldern von Fig. 1 verlduft, fiir a—> 0

in der Nihe der Kurve s*= —1/a (1 — p) liegt, fiir a— o gegen den

Wert 8 geht und fiir ¢ = 2/ die horizontale Achse schneidet. Der ge-

naue Verlauf von £ (s* «) 148t sich ermitteln, wenn man die Funktion
implizit nach a differenziert. Man erhilt:

ds*

da

1 . s*
8 —&) - }(1 +a(l —pPst)— (@B —sH —1) "

Mit Hilfe von (4) kann man zeigen, da der Bruch hinter der eckigen
Klammer stets positiv ist. Es folgt also:

ds* >0furs*<ﬂ—~1/a
® da {SOﬁirs*Zﬂ—l/a.
Man kann sich leicht anhand von Fig.1 davon iiberzeugen, da§ unter
den bereits bekannten Restriktionen f (s*, a) nur einen Verlauf aufwei-
sen kann, welcher der dick gezeichneten Kurve entspricht. Verfolgt
man nimlich vom Punkt (2/8;0) den moglichen Kurvenverlauf von f
nach links, so zeigt sich, daB dieser stets unterhalb von s = — 1/a lie-
gen muB; denn wiirde er auf s =8 — 1/a stofien, so wiirde sich f bei
weiter sinkendem a nach oben wenden und es kénnte nicht mehr (5)
gelten. Verfolgt man den moéglichen Kurvenverlauf von f vom ge-
nannten Punkt aus nach rechts, so zeigt sich erstens, daB er auch hier
stets unter s=pf — 1/a liegen mufB}; denn wiirde er s=8—1/a er-
reichen, so wiirde f nach links abbiegen und man hitte fiir entspre-
chend grofie a nur noch imaginidre Loésungen, was mit (2) und (6)
nicht iibereinstimmt. Es zeigt sich zweitens, daB8 die Kurve fiir a = 4/f2
iiber dem Wert B/2 liegen muB, weil sie sonst in das schrig schraffierte
Gebiet eindringen wiirde, was ein Versto8 gegen (3b) wire.

7. Als Beispiel sei die explizite Losung fiir 8 = 1/2 angegeben:
s*=1/2 — 2/a.



Diskussionsbeitrag zu H.-J. Vosgerau 107
3. Die Ergebnisse

Mit Hilfe der vorgenommenen Ableitungen kénnen nun die zu An-
fang gestellten Fragen beantwortet werden.

1. Die optimale Sparquote 148t sich in jedem beliebigen Zeitpunkt
bei gegebener Linge des Planungszeitraums und vorgegebenem techni-
schen Fortschritt (d. h. insgesamt: bei gegebenem a) aus Gleichung (2)
unter Bertlicksichtigung der Ungleichungen (4) bestimmen.

2. Die optimale Sparquote variiert mit der Linge des Planungszeit-
raums ceteris paribus in der durch Fig. 2 angegebenen Weise. Das folgt
einfach aus dem Verlauf der Funktion £ (s* @) (s. Fig. 1) und der Trans-
formation

Y(t) e™-1
TRy T4

Dieses Resultat 148t sich folgendermaBen interpretieren: Bei sehr klei-
nem Planungszeitraum (h <<h) ist eine positive Ersparnis nicht sinn-
voll. Wiirde man etwa den Betrag A > 0 dem Konsum entziehen und
investieren, so wiirden die Ertrége der Investition in der kurzen Pla-
nungsperiode nicht ausreichen, um den urspriinglichen Konsumausfall
auszugleichen. Die Tatsache, daB s* <0 fiir h <<h besagt, daB hier der
Konsum sogar durch ,Aufessen“ von Teilen des Kapitalstocks erhoht
werden kann. Da dieses Ergebnis praktisch nicht sehr sinnvoll ist, fiir
sehr kleine s* sogar véllig sinnlos wird, ist es zweckméBig, s*> 0 zu
fordern. Die Kurve der optimalen Sparquote beginnt dann in 0 und
verlduft bis h = h auf der horizontalen Achse. Je langer der Planungs-
zeitraum ist, umso eher ist es moglich, dal die ,Friichte“ einer einmal
vorgenommenen Ersparnis deren Hohe noch innerhalb der Planungs-
periode {ibertreffen. So ist es zu erkldren, dal von einem gewissen h ab
(fiir h > h) die Sparquote positiv ist und steigt. Sie steigt aber nicht
unbegrenzt, sondern nihert sich bei einem sehr groen Planungszeit-
raum (h— ) dem Wert der Produktionselastizitit des Kapitals, B.
Dieses Ergebnis ist leicht dadurch zu erkldren, daB der Wachstums-
prozeB bekanntlich nach geniigend langer Zeit in ein goldenes Zeitalter
miindet. Hier wird der Konsum maximiert fiir s = § (,,golden rule of
accumulation“), und da das ,,golden age“ zeitlich unbeschrankt ist, wird
natiirlich auch der Konsum iiber den ganzen Planungszeitraum fiir
s* = f maximiert.

3. Die letzte noch zu beantwortende Frage lautet: Wie dndert sich die
optimale Sparquote bei gegebener Linge h des Planungszeitraums im
Laufe der Zeit? Da man weiB}, wie sich s* mit a dndert (Fig. 1), ist das
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Problem, wie sich a bei konstantem h im Laufe der Zeit dndert. Es ist
(vgl. (1))

et ety

“ R 7

a(t)

Man kann nachweisen, daf3®
e™—1
1-Pa

e _ 1
1—=pa-

a(t)=a(t + h)furs* =

a(t) < a(t+ h)fir s* <

Fig. 3 zeigt, daB die erste Ungleichung fiir s* im Bereich o> a giiltig
ist. Befindet man sich im Ausgangspunkt in diesem Bereich, so ver-
kleinert sich @ im Laufe der Zeit so lange, bis a = a erreicht ist. Die
zweite Ungleichung fiir s* gilt fiir < a. Befindet man sich im Aus-

gangspunkt in diesem Bereich, dann steigt a so lange, bis a = a erreicht
ist. Anders ausgedriickt lautet das Ergebnis:

Ist im Ausgangspunkt a < a und somit s* < §*, so wichst die optimale
Sparquote in den folgenden Planungsperioden, und zwar solange, bis
s* = §* erreicht wird. Ist im Augangspunkt a > @, und somit s*> §%,
so ist in den folgenden Planungsperioden eine jeweils niedrigere Spar-
quote optimal, und zwar so lange, bis der Wert §* erreicht ist?. §* ist
stets positiv, es ist umso groBer, je linger die (konstante) Planungs-
periode h ist3.
3 et eth g eHt+h) e _ 1
. Z .
Kpf Kit+hn'? 2
fir Kt+h!P=eMrt)f.
Aus Gleichungen (1.2) und (1.3) folgt

it
K+ P =K® P +sa-p -1,
Beriicksichtigt man noch, da

Mt ih 1-8
T(e —)=aK®"™,

dann erhilt man die oben angegebenen Ungleichungen.

4 Es mag verwunderlich erscheinen, daB s* < B (fiir endliches h). Ist ndmlich
s* = s* einmal erreicht, dann bewegt sich das System im Laufe der Zeit in
ein goldenes Zeitalter, in dem gem&B der golden rule of accumulation der
maximale Konsum fiir s* = B erzielt wird. Man konnte daraus schlieBen, daB
hier s* = s* gar keine optimale Strategie mehr darstellt, sondern dal man s*
auf f erhohen miiite. Das wire jedoch falsch, und zwar aus folgendem Grund:

Die Erhdhung der Sparquote von s* auf f wiirde zunichst zu einer Konsum-
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einschréankung flihren. Diese wiirde zwar im Laufe der Zeit, aber doch nicht
innerhalb des feststehenden Planungszeitraums h wieder ausgeglichen, so daB
die Erhohung der Sparquote dem Ziel der Maximierung des Konsums in
der vorgegebenen Planungsperiode widersprechen wiirde.

5 Bemerkt werden kann noch, daB s* =0 fiir 1 = 0, d. h. fiir den Fall, da8
es keinen technischen Fortschritt gibt.
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Einige Eigenschaften optimaler Standorte in Verkehrsnetzen

Von Herbert Giilicher (Miinster)

1. Allgemeine Aufgabenstellung

In der folgenden Untersuchung sollen einige recht einfache theoreti-
sche Aussagen iiber optimale Standorte in Verkehrsnetzen abgeleitet
werden. Dabei wird ein Optimum als Transportkostenminimum defi-
niert.

Es wird von der folgenden allgemeinen Aufgabenstellung ausgegan-
gen. Innerhalb eines gegebenen Verkehrsnetzes seien k Konsumorte Ay,
Az...A;... Ay von denen, bezogen auf eine gegebene Zeitperiode, die
Konsummengen mj, mg ... m; ... mx verbraucht werden, und 1 Roh-
stofforte Ry, Re ... R; ... Ry, in denen die zur Herstellung des Konsum-
gutes notwendigen Vorproduktmengen (Rohstoffmengen) ry, r2 ... 1j ...
11 hergestellt werden, gegeben. Aus Griinden der Vereinfachung wird
dabei nur der Fall eines homogenen Konsumgutes und eines homogenen
Vorproduktes untersucht. Eine Verallgemeinerung auf mehrere Kon-
sumgliter und Vorprodukte ist aber ohne Schwierigkeiten moglich. Ge-
sucht wird an den gegebenen Verkehrsverbindungen eine vorgegebene
Zahl optimaler Standorte zur Produktion des Gutes, von denen aus die
Konsumorte zu insgesamt minimalen Transportkosten beliefert werden.
Als mogliche Standorte werden somit nur alle Punkte des gegebenen
Verkehrsnetzes betrachtet. Uber die Lage dieser Standorte sollen einige
Eigenschaften abgeleitet werden, die ihre praktische Bestimmung er-
leichtern.

In der folgenden Analyse wird zunédchst von sehr speziellen Annah-
men im Hinblick auf die Zahl der Standorte, Rohstofforte, Transport-
kostenfunktionen etc. ausgegangen. Es wird sich zeigen, daB in speziel-
len Féllen die Standortbestimmung auf die Bestimmung des in der
Statistik haufig verwandten Zentralwerts zurtickgefiihrt werden kann.
Im Verlauf der Untersuchung werden dann zu spezielle Annahmen
aufgegeben und allgemeinere Aufgabenstellungen behandelt. Dabei
wird sich zeigen, daB einige der aus den Eigenschaften des Zentralwerts
fiir spezielle Fille abgeleiteten Aussagen auch auf wesentlich allgemei-
nere Problemstellungen libertragen werden koénnen.
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Konsumorte, Rohstofforte und Verzweigungspunkte sollen aligemein
als charakteristische Punkte von Verkehrsnetzen bezeichnet werden.
Weiterhin werden sich die folgenden Klassifikationen von Verkehrs-
netzen als zweckméBig erweisen. Ein Verkehrsnetz, welches nur die
jeweils (entfernungsmaiBig) kiirzesten Verkehrsverbindungen zwischen
allen charakteristischen Punkten enthilt, wird als reduziertes Verkehrs-
netz bezeichnet.

Ad Ad
Ky K,

a) Nichtreduziertes Netz mit zwei b) Zugehoriges reduziertes Netz
charakteristischen Punkten und
zwei Verkehrsverbindungen der
Lﬁnge dl und d2 (dl > d2)

Abbildung 1

In Abbildung 1a) ist ein einfaches nichtreduziertes Netz dargestellt,
in dem zwischen zwei charakteristischen Punkten K; und Kg zwei Ver-
kehrsverbindungen bestehen, und zwar K; S Ks mit der Linge d; und
Ki S’ Ko mit der Linge do. Ist di > dg, wird das zugehorige reduzierte
Netz in Abbildung 1b) wiedergegeben. Dabei konnen sich auf der Ver-
bindung Kj S’ Ky weitere Konsumorte befinden.

Angenommen, es sei ein beliebiger Standort S auf der (ldngeren)
Verkehrsverbindung Kj SKp in der Entfernung 4d von K; gegeben.
Dann 1iB8t sich auf der (kiirzeren) Verkehrsverbindung Kj S’ Kp ein
Standort S’ in der gleichen Entfernung 4d von K; angeben, der gerin-
gere gesamte Transportkosten hat als S, denn die Entfernungen zu den
von S in Richtung K; zu beliefernden Konsumorte sind fiir S’ gleich
oder geringer (wenn auf K; S’ Ky Konsumorte liegen) und fiir die iiber
K> zu beliefernden Konsumorte geringer. Es 148t sich somit fiir jeden
Standort auf der lingeren Verkehrsverbindung ein Standort auf der
kiirzeren Verkehrsverbindung finden, der geringere gesamte Transport-
kosten besitzt. Daraus folgt:

1. Ein optimaler Standort eines gegebenen Verkehrsnetzes liegt im
zugehorigen reduzierten Netz
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In der folgenden Untersuchung werden daher allgemein nur redu-
zierte Verkehrsnetze vorausgesetzt.

Existiert in einem reduzierten Netz eine (kiirzeste) Verkehrsverbin-
dung zwischen einem Paar charakteristischer Punkte, die zugleich die
(klirzeste) Verkehrsverbindung zwischen allen anderen Paaren charak-
teristischer Punkte darstellt, dann wird das Netz als singuldr bezeich-
net. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, wird das Netz als nichtsinguldr
bezeichnet. In einem singuldren Netz liegen somit die (klirzesten) Ver-
kehrsverbindungen auf einem offenen Kurvenzug ohne Verzweigungs-
punkte. Ein nichtsinguldres Netz enthélt dagegen geschlossene Kurven-
ziige und (oder) Verzweigungspunkte. Enthilt ein nichtsinguldres Netz
nur geschlossene Kurvenziige, wird es als geschlossenes Netz, enthilt
es nur offene Kurvenziige als offenes Netz, enthilt es sowohl geschlos-
sene als auch offene Kurvenziige als gemischtes Netz bezeichnet. In Ab-
bildung 2 sind einige Beispiele dazu angegeben.

a) b) c)
Nichtsinguldre Verkehrsnetze: a) geschlossen, b) offen, c) gemischt

Abbildung 2

Alle Mengenangaben erfolgen in Vielfachen einer sogenannten Basis-
mengeneinheit. Sind alle Mengenangaben in urspriinglichen Einheiten
ganzzahlig und ist Y ihr groBter gemeinsamer Teiler, dann entspricht
eine Basismengeneinheit Y urspriinglichen Mengeneinheiten. Handelt
es sich bei den (auf einen bestimmten Zeitraum oder Zeitpunkt bezo-
genen) Mengenangaben in urspriinglichen Einheiten um gebrochene
Werte und ist H ihr kleinster Hauptnenner, dann entspricht eine Basis-

mengeneinheit IITI urspriinglichen Mengeneinheiten. In letzterem Fall

wird durch die Transformation in Basismengen gleichzeitig die Ganz-
zahligkeit aller Mengenangaben erreicht. In den folgenden Ausfiihrun-
gen werden allgemein Basismengen unterstellt. Im ersten Teil der fol-
genden Untersuchung werden einige Eigenschaften des Zentralwerts
verwandt. Der Zentralwert gehort zu den Mittelwerten, die bei der
Analyse statistischer Reihen hiufig angewandt werden. Die Bestim-
mung des optimalen Standorts 148t sich unter speziellen Voraussetzun-
gen auf die Bestimmung des Zentralwerts einer statistischen Reihe zu-

8 Schriften d. Vereins £. Socialpolitik 42
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riickfiihren, fiir deren Merkmalswerte eine metrische Skala gegeben ist.
Werden die Reihenglieder einer Reihe nach der GréBe ihres Merkmals-
wertes fortlaufend mit Ordnungszahlen von 1 bis n numeriert, dann ist
innerhalb dieser Ordnung der Zentralwert bei ungerader Zahl von

Reihengliedern der Reihenwert mit der Ordnungszahl HTH, bei gerader

Zahl von Reihenwerten das arithmetische Mittel der Reihenwerte mit
n+2
2
als der Zentralwert sind, ist somit gleich der Zahl der Reihenwerte,
die kleiner als der Zentralwert sind. Die in obigem Sinne geordneten

Reihenwerte seien fortlaufend mit xi, X2 ... Xj ... Xa bezeichnet.

den Ordnungszahlen gund . Die Zahl der Reihenwerte, die groSer

Es gilt fiir den Zentralwert Z:
W i3] % — Z| = Min,
1

In Worten: Die Summe der absoluten Abweichungen vom Zentralwert
ist ein Minimum!?.

Die vorliegende Untersuchung zerfillt in die beiden Hauptteile A
und B. Im Teil A werden entfernungslineare Transportkosten, im
Teil B entfernungsnichtlineare Transportkosten unterstellt.

A. Verkehrsnetze mit entfernungslinearen Transportkosten

2. Ein optimaler Standort ohne Beriicksichtigung von
Rohstofftransportkosten in singuliren Verkehrsnetzen

a) Mengenlineare Transportkosten

Im folgenden Abschnitt wird eine entfernungs- und mengenlineare
Transportkostenfunktion T = ¢xm unterstellt. Die Aufgabenstellung
soll zunichst anhand eines einfachen numerischen Beispiels 1 erortert
werden. '

An der Strafie von Aj; nach A7 liegen die Orte Aj, A ... A7 Eine
Mineral6lgesellschaft besitzt in jedem Ort an der StraBe eine Tank-
stelle. Von einem zentralen Versorgungslager aus sollen die Tank-
stellen mit Benzin versorgt werden. Die pro Periode an die einzelnen
Tankstellen zu liefernden Mengen mj, mg... m7; werden in Tank-
wageneinheiten angegeben. X1, X2... X7 seien die Entfernungen der
einzelnen Orte von A, ¢ seien die Transportkosten pro Mengen- und Ent-

1 Der Beweis dieser Aussage ist in vielen statistischen Lehrbiichern ange-
geben. Vgl. dazu etwa: O. Anderson, Probleme der Statistischen Methoden-
lehre, 4. Auflage, Wiirzburg 1962, S. 237.



Einige Eigenschaften optimaler Standorte in Verkehrsnetzen 115

fernungseinheit. Die angenommenen Entfernungen und Konsummengen
sind in Tabelle 1 enthalten.

Tabelle 1
Entfernungen und Konsummengen zu Beispiel 1
Konsummenge m; pro

Ort Entfernung x; von A Zeitperiode !
Ay 0 2
Ay 20 3
Ag 25 4
Ay 30 2
Ay 35 3
Ag 100 4
Aq 120 7

Z'mi =25

Wird die Entfernung des Versorgungslagers von A; mit x, bezeichnet,
dann betragen die Transportkosten pro Zeitperiode:

(®)) T=Jc|x—x,|m=c|x—x,|m

Gesucht ist der optimale Standort, fiir den T minimal wird. Somit ist
X; SO zu bestimmen, da@:

3) c2'| %; — X, | m; = Min.

Diese Bedingung ist erfiillt, wenn x, der Zentralwert Z der obigen
Frequenzreihe ist.

In obigem Beispiel ist 5 m; =n = 25. Der Zentralwert ist somit der
dreizehnte Wert der Reihe, Z = 35. Seine Einfallsgruppe ist die fiinfte
Gruppe. Somit ist A; der optimale Standort.

In obigem Beispiel ergab 2 m; einen ungeraden Wert. Es sei nun in
folgendem Beispiel 2 ein Fall betrachtet, in dem 2 m; einen geraden
Wert ergibt. Die angenommenen Entfernungen und Konsummengen
sind in Tabelle 2 aufgefiihrt.

Tabelle 2
Entfernungen und Konsummengen zu Beispiel 2

Konsummenge m; pro

Ort Entfernung x; von A Zeitperio del
Ay 0 6
Ay 10 4
Ag 20 2
Ay 30 1
Ay 50 13

Zmi = 26
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In diesem Fall hat der Zentralwert die Ordnungszahl:

(4a) 1

_26+1
== = 13,5

Der Zentralwert ist somit gleich dem arithmetischen Mittel aus dem
dreizehnten und vierzehnten Wert:

_ 30450

(4b) Z )

40

Der Zentralwert liegt hier zwischen A4 und As.

Es 148t sich zeigen, dafl alle Werte zwischen x4 und x5 zu den glei-
chen Kosten fiihren, d.h. die Eigenschaft minimaler Transportkosten
besitzen.

Angenommen, der Zentralwert Z falle zwischen die Arte A und B.

d
| I |
I | |

I.
A z  z B

Es werde nun die Kostendnderung bei Verlagerung des Standorts von
Z um d nach Z’ bestimmt. Fiir alle links von Z liegenden Konsumpunkte
tritt eine Kostenerh6hung pro Mengeneinheit um c-d ein.

m.
Da links von Z T‘ Mengeneinheiten liegen, betrdgt die gesamte

2m,
Kostendnderung fiir alle links von Z liegenden Orte somit cd—2-l .

Fir alle rechts von Z liegenden Orte tritt entsprechend pro Einheit
eine Kostensenkung um c-d ein. Die gesamte Kostendnderung fiir alle

i

rechts von Z liegenden Orte ist somit —cd —— -

2
Die gesamte Kostendnderung K:
Zm, Zm,

Alle Orte zwischen A und B (A und B eingeschlossen) fithren daher zu
gleichen Gesamtkosten, sind also ebenfalls optimale Standorte. In
obigem Beispiel sind somit Ay und Aj; sowie alle Punkte auf der Ver-
kehrsverbindung Aj As optimale Standorte. Der Fall, daB zwei Kon-
sumpunkte, sowie alle Punkte auf ihrer Verbindung optimale Stand-
orte darstellen, kann nur eintreten, wenn 3 m; einen geraden Wert
ergibt und mindestens ein m; ungerade ist.

Es konnen somit bei Unterstellung entfernungs- und mengenlinearer
Transportkosten und Nichtberiicksichtigung von Rohstoffbezugskosten
folgende Aussagen gemacht werden:
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II. Ein optimaler Standort liegt in einem Konsumort.

III. Ist die Summe der Basismengen m; ungerade, dann existiert nur
ein optimaler Standort. Der optimale Standort ist der Ort, in

2m;+1
fallt.

den der Reihenwert mit der Ordnungszahl

IV. Ist die Summe der Basismengen m; gerade und fallen die Rei-

_ Sm;+2 2m

henwerte mit den Ordnungszahlen 3 und 5 in den
gleichen Ort, dann ist dieser Ort der einzige optimale Standort.
Fallen diese Reihenwerte in verschiedene Orte A und B, dann
sind A und B, sowie alle Orte auf der Verkehrsverbindung von

A nach B optimale Standorte.

Von A; ausgehend wurden alle Orte in fortlaufender Reihenfolge
mit Ordnungszahlen j=1,2...k belegt. Angenommen, der optimale
Standort habe in dieser Reihenfolge die Ordnungszahl 1. Die Ord-
nungszahl 1 werde als ordinale Lage des optimalen Standorts bezeich-
net. Der zugehorige Wert x), der die Entfernung von A; angibt, werde
als metrische Lage des optimalen Standorts bezeichnet. Dann kann aus
den Eigenschaften des Zentralwerts folgende Aussage gemacht werden:

V. Bei gegebener Reihenfolge der Orte und gegebenen Konsum-
mengen ist die ordinale Lage des optimalen Standorts unab-
hingig von den Entfernungen zwischen den Konsumorten. Seine
metrische Lage ist durch die Entfernung A; A; gegeben und
ebenfalls unabhingig von allen iibrigen Entfernungen zwischen
den Konsumorten.

Zur Festlegung der ordinalen Lage des optimalen Standorts hitte
es in obigem Beispiel geniigt, die Reihenfolge und Konsummengen der
Ortschaften anzugeben. Auf die Angabe der Entfernungen hitte ver-
zichtet werden konnen.

Die Lage des Zentralwerts ist gekennzeichnet durch Gleichheit der
Zahl der Reihenwerte oberhalb und unterhalb des Zentralwerts.
Innerhalb dieser Gruppen beeinflult die Reihenfolge der Werte den
Zentralwert nicht. Wird bei einer Frequenzreihe mit Klassenintervallen
von 0 die Besetzung der Einfallsgruppe des Zentralwerts mit mj, die

Summe der Reihenglieder unterhalb dieser Einfallsgruppe mit
1-1

M, = 5 m; und die Summe der Reihenglieder oberhalb der Einfalls-
1

k
gruppe mit M, = 2 m; bezeichnet, dann bleibt bei Anderungen von
141
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M, um 4 M, und von M, um 4 M, die Lage des Zentralwerts unver-
éndert, solange die Bedingung (6):

(6 | M, + AM, — (M, + AM,) | <my
erfiillt bleibt.

In Ergidnzung zu V. konnen daher folgende Aussagen gemacht
werden:

VI. Bei gegebenen Konsummengen wird die Lage des optimalen
Standorts durch eine beliebige Vertauschung der Konsumorte
innerhalb der Gruppen der Konsumorte unterhalb und oberhalb
des optimalen Standortes nicht beeinflufit.

VII.Die Lage des optimalen Standortes bleibt bei Anderungen der
Konsummengen unverindert, solange die absolute Differenz der
Summe der Konsummengen der Konsumorte oberhalb und
unterhalb des optimalen Standortes kleiner oder gleich der
Konsummenge des optimalen Standortes ist.

b) Mengennichtlineare Transportkosten

Unter 2a ist fiir die Transportkosten Entfernungs- und Mengen-
linearitdt unterstellt worden. Die letztere dieser beiden Annahmen
wird nun aufgegeben. Es wird somit eine Mengenstaffelung, d.h.
mengennichtlineare Transportkosten, zugelassen. Die Transportkosten-
funktion habe die allgemeine Form:

7 T = c x f(m)
Zur Bestimmung der Lage des optimalen Standorts ist somit der fol-
gende Ausdruck zu minimieren:

k
)] T= c% | % — x| £(m;) = Min.

Wenn in diesem Ausdruck fiir alle f(mj) Tarifdquivalenzmengen
m{ = f(m;) errechnet und eingefiihrt werden, ergibt sich:

K
©)) T=c%’]xi—xl|m;=Min.

Damit ist die Aufgabenstellung wieder auf die in (3) gegebene Form
zuriickgefiihrt. Es ist somit fiir die Reihe der Aquivalenzmengen der
Zentralwert zu bestimmen.

Das Verfahren sei an dem folgenden einfachen numerischen Bei-
spiel 3 erldutert, bei dem eine Transportkostenfunktion:

1
(10) T=cxm?
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unterstellt wird. Die unterstellten Entfernungen und Konsummengen
sind in Tabelle 3 enthalten.

Tabelle 3

Entfernungen, Konsummengen und Tarifiquivalenzmengen zu Beispiel 3

ort Konsummenge m; Liefermenge Tarifdquivalenzmenge
r . .
pro Zeitperiode m/ = mi%— pro Zeitperiode
Ay 4 2
A, 4 2
Ag 9 3
Zm; =17 Zm{ =1

Der Zentralwert hat in der Reihe der Mengeniquivalente die Ord-

nungszahl % — 4. Er fallt in den Ort Ag. Somit ist Ay der optimale

Standort. Bei linearer Mengenabhingigkeit wire Az der optimale
Standort gewesen. Da durch Verwendung der Mengeniquivalente die
Aufgabenstellung auf den in 2a behandelten Fall riickfithrbar ist,
lassen sich die dort erhaltenen Aussagen iibertragen.

VIII. Bei der Annahme einer entfernungslinearen und mengennicht-
linearen Transportkostenfunktion T= ¢ x f(m) liegt der opti-
male Standort in einem Konsumort.

IX. Bei Ersetzung der Konsummengenverteilung durch die Ver-
teilung der Tarifdquivalenzmengen sind die in III bis VII
enthaltenen Aussagen auf den Fall entfernungslinearer und
mengennichtlinearer Transportkosten tibertragbar.

3. Ein optimaler Standort mit Beriicksichtigung von
Rohstofftransportkosten in singulédren Verkehrsnetzen

In Erweiterung der bisher behandelten Problemstellung sollen nun
auch die Kosten fiir den Transport eines Vorproduktes zum optimalen
Standort beriicksichtigt werden. Bei der Untersuchung erfolgt aber
eine Beschrinkung auf ein Vorprodukt, welches von einem Rohstoffort
R zum Verarbeitungsort transportiert wird. Eine Verallgemeinerung
fiir den Fall mehrerer Vorprodukte und Rohstofforte ist von dieser
Aufgabenstellung ohne groSe Schwierigkeiten moglich.

a) Mengenlineare Transportkosten

Fiir das Konsumgut werde eine Transportkostenfunktion:
11) Ty=cxm
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fiir das Vorprodukt, im folgenden als Rohstoff bezeichnet, eine Trans-
portkostenfunktion:

(12) Ty =sXr

unterstellt, wobei x die Entfernung, r die gesamte transportierte
Menge des Rohstoffs und s die Transportkosten des Rohstoffs pro
Mengen- und Entfernungseinheit bezeichnen.

In der Transportkostenfunktion Tp wird nun folgende Umformung
durchgefiihrt, um sie in eine Ty analoge Form zu bringen:

(13) sr=cm,

S
(14) mp=_T
m, wird als Konsummengenidquivalent der Rohstoffmenge oder auch
Rohstoffdquivalenzmenge bezeichnet. Aus (12) und (13) folgt:

(15) Tog=sxXr=cxm;

Es kann nun der Bezug der Rohstoffmenge r zu den Einheitstransport-
kosten s ersetzt werden durch den Bezug von m; zu den Einheitstrans-
portkosten ¢ des Konsumgutes. Die Transportkosten des Rohstoff-
bezugs sind zu den Transportkosten des Konsumgutes zu addieren. Die
Transportkosten des Rohstoffbezugs kénnen aber auch als Kosten der
Lieferung einer Konsumgutmenge m, vom Standort nach R aufgefaBt
werden. Der Rohstoffort R 148t sich somit als Konsumort mit einer
Konsummenge m; interpretieren.

Damit ist formal die Aufgabenstellung auf den in 2. dargestellten
Fall zuriickgefiihrt. Da durch die Einfiihrung der Rohstoffdquivalenz-
mengen R als Konsumort mit einer Konsummenge m; interpretiert
werden darf, lduft die Bestimmung des optimalen Standorts auf die
Bestimmung des Zentralwerts der unter Einbeziehung von R und m;
erhaltenen Frequenzreihe hinaus. Daraus folgt bei obigen Voraus-
setzungen iiber die Transportkosten:

X. Ein optimaler Standort liegt in einem Konsumort oder Roh-
stoffort.

XI. Bei Interpretation des Rohstoffortes als Konsumort mit der
Rohstoffdquivalenzmenge m, als Konsummenge kénnen die in
III bis VII enthaltenen Aussagen entsprechend {ibertragen
werden. DieSumme der Konsummengen betrigt dabei m;+3m;.

Hat unter den Konsumorten ein Konsumort eine Konsummenge, die
grofer ist als die Summe der Konsummengen aller iibrigen Konsum-
orte, dann ist dieser Ort optimaler Standort. Dieses Ergebnis folgt
unmittelbar aus der Definition des Zentralwerts. Auf den Fall eines
Verkehrsnetzes mit einem Rohstoffort angewandt bedeutet das:
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XII. Ist die Rohstoffdquivalenzmenge grofer als die Summe der
Konsummengen, liegt der optimale Standort im Rohstoffort.

Eine weitere Spezifizierung der Aussagen ist moglich, wenn Annah-
men iber die relative Lage des Rohstoffortes im Netz gemacht werden.
Bei singuldren Netzen konnen die im folgenden dargestellten Fille
unterschieden werden.

aa) Lage des Rohstoffortes in einem Grenzpunkt des Netzes

In diesem Fall liegt bei singulédren Netzen der Rohstoffort entweder
im Anfangspunkt oder Endpunkt des Netzes. Aus der Definition des
Zentralwerts folgt dann:

Ist m, > zk'mi, liegt der optimale Standort in R. Ist m, < ,kgmi, liegt
1 1

ein optimaler Standort in einem Konsumort. Istm, = E'm;, sind sowohl

1
R als auch der benachbart liegende Konsumort sowie alle Punkte auf
ihrer Verkehrsverbindung optimale Standorte.

Dieses Ergebnis 148t sich noch in anderer Weise darstellen. Der
Quotient:

(16) r

werde als Inputkoeffizient des Rohstoffs oder auch als Produktions-
koeffizient bezeichnet.

Nun ist:
(14 m=>r
Aus (16) und (14) folgt:

s k
) m,=_aXm
1

Unter Beriicksichtigung von (17) folgt aus:

k

(18) m,>2mi—>_s£a>1
1
L S

(19) m <X¥m— >a<l
1 C
¥ s

(20) m=23m-—>>a=1
1 c

Wird 2 als Transportkostenverhéiltnis bezeichnet, kann Aussage X fol-
gendermaflen spezifiziert werden:
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XIII. Ist bei Lage des Rohstoffortes in einem Grenzpunkt des (sin-
guldren) Verkehrsnetzes das Produkt aus dem Transport-
kostenverhidltnis und dem Produktionskoeffizienten gréer
als 1, féllt der optimale Standort in den Rohstoffort, ist es
kleiner als 1, féllt der optimale Standort in einen Konsumort,
und ist es gleich 1, sind der Rohstoffort und der benachbarte
Konsumort sowie alle Punkte auf ihrer Verkehrsverbindung
optimale Standorte.

bb) Lage des Rohstoffortes innerhalb des Netzes

Liegt der Rohstoffort innerhalb des Netzes und wird die Summe
der Konsummengen aller Orte oberhalb des Rohstoffortes mit M; und
die Summe der Konsummengen aller Orte unterhalb mit Mz bezeichnet,
dann 148t sich durch analoge Anwendung der in VII enthaltenen Eigen-
schaft des Zentralwerts auch hier eine Spezifizierung der Aussage XI
ermoglichen. Folgende drei Moglichkeiten sind gegeben:

@1 | My — Mz | <m,;
(22) [ My — M | >m,
(23) [M; — My | =m,

Ist (21) erfuillt, fallt der Zentralwert nach R. Ist (22) erfiillt, liegt er
auBerhalb R. Ist (23) erfiillt, liegt der Zentralwert zwischen R und
einem benachbarten Konsumort. Es kann somit folgende Aussage
gemacht werden:

XIV. Liegt der Rohstoffort zwischen den Konsumorten und ist die
absolute Differenz der Summen der Konsummengen der Orte
oberhalb und unterhalb des Rohstoffortes kleiner als die
Rohstoffdquivalenzmenge, dann liegt der optimale Standort
im Rohstoffort, ist diese Differenz groBer als die Rohstoff-
dquivalenzmenge, liegt der optimale Standort in einem Kon-
sumort, ist die Differenz gleich der Rohstoffdquivalenzmenge,
sind der Rohstoffort und ein benachbarter Konsumort sowie
alle Orte auf dem Verbindungsweg dieser Orte optimale
Standorte.

Der Fall, in dem der Rohstoffort zugleich Konsumort ist, ist in dem
oben behandelten Fall als Spezialfall enthalten.

b) Mengennichtlineare Transportkosten

Sind die Transportkosten fiir Konsumgiiter und/oder fiir den Roh-
stoff nicht mengenlinear, dann ist durch Bestimmung entsprechender
Aquivalenzmengen eine Riickfiihrung auf den oben dargestellten Fall
moglich. Die dort gewonnenen Aussagen sind bei Einflihrung dieser
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Aquivalenzmengen also auch auf diesen Fall iibertragbar. In einer
Erweiterung von X darf festgestellt werden:

XV. Bei Vorliegen entfernungslinearer Transportkosten fiir das
Konsumgut und den Rohstoff liegt ein optimaler Standort in
einem Konsumort oder Rohstoffort.

XVI. Die in XI bis XIV gemachten Aussagen konnen bei Einfithrung
entsprechender Aquivalenzmengen in analoger Weise tiiber-
tragen werden.

4. Mehrere optimale Standorte ohne Beriicksichtigung von
Rohstofftransportkosten in singuliren Verkehrsnetzen

Es stellt sich hier die Aufgabe, fiir ein singuldres Netz von Kon-
sumenten eine vorgegebene Zahl t von Produktionsstandorten zu be-
stimmen. Dabei ist zu unterscheiden, ob die Produktionskapazitidten
der einzelnen Standorte gegeben oder ihre Bestimmung Teil der Auf-
gabenstellung ist. Bevor eine entsprechende Unterteilung erfolgt, kann
festgestellt werden, dafl im allgemeinen Fall zur Bestimmung von t
Produktionsstandpunkten die Summe der Konsummengen bzw. Tarif-
dquivalenzmengen in t Teilmengen zu zerlegen ist. Im allgemeinen
wird eine Vielzahl von Teilmengenbildungen moglich sein, unter denen
eine optimal ist. Da innerhalb jeder Teilmenge die Bestimmung des
optimalen Standorts auf die Bestimmung des Zentralwerts der Teil-
menge hinauslduft, kann folgende Aussage gemacht werden:

XVII. Sind bei Vorliegen einer entfernungslinearen Transportkosten-
funktion T= ¢ x f(m) fiir ein Netz von Konsumorten t optimale
Standorte zu bestimmen, dann liegen diese Standorte in Kon-
sumorten.

Fiir jede Teilmenge konnen die unter III bis VIII gemachten Aus-
sagen in entsprechender Weise {ibertragen werden.

a) Mehrere optimale Standorte ohne Kapazititsbeschrinkungen

aa) Mengenlineare Transportkosten — Bestimmung der optimalen
Standorte

Die Aufgabenstellung soll an einem in Abbildung 3 dargestellten
einfachen Beispiel mit fiinf Konsumorten und zwei Standorten dar-
gestellt werden. Angenommen, die gesamten Transportkosten T fiir
den ersten Standort seien Ty, fiir den zweiten entsprechend Te. Dann
sind die Standorte so zu bestimmen, daf:
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Ay(my ) Ay(my) Ag(mg) Ay(my) Aj(m;)

Abbildung 3. Singuldres Verkehrsnetz mit 5 Konsumorten

Die fiinf Konsumorte konnen in vielfacher Weise zu Teilgruppen
zusammengefat werden. Von diesen Teilgruppen scheidet aber von
vornherein eine Zahl von Kombinationen aus, weil sie offensichtlich
nicht optimal sind. So ist in obigem Beispiel sicher die Kombination
(A1 Az Ay) mit (As As) nicht optimal, weil in diesem Falle auf der
Strecke Ag A4 in beiden Richtungen transportiert wird. Diese Mehr-
kosten lieBen sich durch einen Ubergang auf die Kombination (A; A
A3) mit (A4 Aj;) vermeiden. Bei der Untersuchung kann daher eine
Beschrankung auf Kombinationen geschlossener Gruppen von Kon-
sumorten erfolgen. In obigem Beispiel sind folgende Kombinationen
zu untersuchen:

@A) —— (BgAgALhy
(ArAg) —— (AzA4hy)
(ArAz Ay ——  (Aghy)
Ay AgAgAy) —— (8

Fir jede Kombination ist Ty und Tg zu bestimmen. Durch Addition
der jeweiligen Transportkostenwerte kann das Gesamtminimum be-
stimmt werden. Die optimalen Standorte entsprechen dann den Zen-
tralwerten der Teilgruppen, fiir die T ein Minimum wird. Die Summe
der Konsummengen der Teilgruppen sind dann die Kapazitéten.

Das Verfahren kann in analoger Weise fiir hohere Werte von t ver-
allgemeinert werden. Trotz Beschrinkung der Kombinationsméglich-
keiten auf geschlossene Gruppen nimmt fiir steigende t-Werte der
Rechenaufwand schnell zu.

bb) Mengennichtlineare Transportkosten — Bestimmung der optimalen
Standorte

Das Verfahren kann bei Umrechnung in Aquivalenzmengen in ana-
loger Weise durchgefiihrt werden.

b) Mehrere optimale Standorte gegebener, gleicher
Produktionskapazitit bei mengenlinearen Transportkosten

Innerhalb der Aufgabenstellung der Bestimmung von t optimalen
Standorten vorgegebener Kapazitit 148t sich beispielsweise die fol-
gende Unterteilung vornehmen. Man kann unterscheiden zwischen
gleichen und ungleichen Produktionskapazititen fiir die Standorte. Bei
letzterer Aufgabenstellung kann von einem gegebenen Begrenzungs-
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punkt des Netzes wiederum die Reihenfolge der Standortkapazitdten
gegeben sein oder nicht. Ist die Reihenfolge gegeben, dann sind ent-
sprechend grofle Teilmengen aus Konsummengen benachbarter Orte
zu bilden und fiir jede Teilmenge ist der Zentralwert zu bestimmen. Ist
die Reihenfolge der Standortkapazititen nicht festgelegt, miissen alle
moglichen in sich geschlossenen Teilmengenkombinationen untersucht
werden, um eine Kombination mit minimalen Transportkosten zu
finden. Die Zahl der Kombinationen fiir einen gegebenen Wert von t
ist dabei zwar wesentlich geringer als in dem unter 4a behandelten
Fall, doch durfte auch hier bei groBen Werten von t ein betrachtlicher
Rechenaufwand vorliegen.

In den folgenden Ausfiihrungen soll der Fall gleicher Produktions-
kapazitdten fiir die t Standorte etwas ausfiihrlicher behandelt werden.

mj

z
Die Kapazitit jedes Standorts betrigt somit

k
Bei dieser Aufgabenstellung ist die gesamte Konsummenge 2m; in t
1

gleiche, benachbarte und sich nicht {iberschneidende Teilmengen zu zer-
legen. Dabei ist es moglich, daBl ein Konsumort von zwei Standorten
zugleich je einen Teil seiner Konsummenge bezieht. Die Aufgabenstel-
lung soll fiir den Fall t = 2, d. h. die Bestimmung von zwei optimalen
Standorten gleicher Kapazitit an dem in der Abbildung 4 dargestellten
numerischen Beispiel 4 erldutert werden. Die unterstellten Konsum-
mengen sind dabei in Klammern hinter den Ortsbezeichnungen an-
gegeben.

I. I ’ 1

A(9) Ay(7) Ag(2) A4 Az(10)

Abbildung 4
Singulédres Verkehrsnetz mit 5§ Konsumorten und gegebenen Konsummengen

Die Summe der Konsummengen betrigt in diesem Beispiel 32, d. h.
die Kapazitit jedes Standorts 16 Einheiten. Der erste Standort beliefert
somit die Konsumorte A; und Ag, der zweite As, A4 und As;. Fiir jede
dieser Gruppen ist der Zentralwert zu bestimmen. Innerhalb jeder
Gruppe hat der Zentralwert die Ordnungszahl 8,5. A; und Aj sind so-
mit die optimalen Standorte.

Die Bestimmung der Zentralwerte fiir die beiden Gruppen lduft auf
die Bestimmung des ersten und dritten Quartils in der Gesamtreihe
hinaus. Wire t = 3 gewesen, dann hétte fiir drei benachbarte, gleich
groBe Gruppen von Konsummengen der Zentralwert bestimmt werden



126 Herbert Giilicher

miissen. Das lduft in der Gesamtreihe auf die Bestimmung des ersten,
dritten und filinften Sextils hinaus.

Diese Argumentation 148t sich verallgemeinern. Bezeichnet man all-
gemein die Reihenwerte, durch die eine Zerlegung der Reihe in n
gleiche Teile erfolgt, als n-Quantile, dann 148t sich folgende Aussage
machen:

XVIII. Sollen bei Vorliegen einer entfernungs- und mengenlinearen
Transportkostenfunktion T = ¢ x m fiir k Konsumorte t opti-
male Produktionsstandorte gleicher Kapazitit bestimmt wer-
den, dann sind die t Konsumorte optimale Standorte, in die
die ungeraden 2 t-Quantile der Konsummengenverteilung
fallen.

In XVIII wird eine entfernungs- und mengenlineare Transportkosten-
funktion unterstellt. Letztere Bedingung ist notwendig, weil bei Be-
rechnung der Aquivalenzmengen fiir die Teilmengen ihr Umfang in
Aquivalenzmengeneinheiten unterschiedlich groB ausfallen kann. Ist
das der Fall, dann ist fiir jede in Aquivalenzmengen umgerechnete
Teilmenge der Zentralwert zu bestimmen. Obige Aussage gilt nur dann,
wenn entfernungs- und mengenlineare Transportkosten vorliegen.

5. Mehrere optimale Standorte mit Beriicksichtigung von
Rohstofftransportkosten in singuliren Verkehrsnetzen

Auch hier soll eine Beschriankung auf den Fall eines Rohstoffortes
erfolgen. Fiir jede Teilmenge der Konsumorte ist dann eine entspre-
chende Rohstoffdquivalenzmenge zu berechnen, die als Konsummenge
des Rohstoffortes R interpretiert werden kann. Die Bestimmung der
optimalen Standorte kann dann analog zu den unter 4. dargestellten
Verfahren erfolgen.

Es 148t sich folgende Aussage machen:

XIX. Sollen bei Vorliegen entfernungslinearer Konsumgut- und
Rohstofftransportkosten fiir k Konsumorte t optimale Stand-
orte bestimmt werden, dann liegen die optimalen Standorte
entweder im Rohstoffort oder in einem Konsumort.

Eine weitere Spezifizierung dieser Aussage ist moglich, wenn iber
die Lage des Rohstoffortes sowie iiber die Mengenstaffelung nihere An-
gaben gemacht werden. Darauf sei aber an dieser Stelle verzichtet.

6. Ein optimaler Standort in nichtsingulédren Verkehrsnetzen

Als Beispiel fiir ein nichtsinguldres Netz ist in Abbildung 5 ein ge-
schlossenes Netz dargestellt. Dieses Netz enth&lt 18 allgemein mit A;
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bezeichnete charakteristische Punkte (Konsumorte, Rohstofforte und/
oder Verzweigungspunkte). Die Zahlenwerte geben die in dem spéteren
numerischen Beispiel 5 unterstellten Entfernungen zwischen benach-
barten charakteristischen Punkten an.

Ao ' ‘ As

Abbildung 5. Nichtsinguldres Netz mit 18 charakteristischen Punkten

Es stellt sich die Frage, ob fiir singuldre Netze abgeleitete Aussagen
auch auf nichtsinguldre Netze iibertragen werden konnen. Die fiir sin-
guldre Netze gewonnenen Aussagen basieren auf den Eigenschaften
des Zentralwerts. Wegen des Auftretens von geschlossenen Kurven-
zligen und Verzweigungen 148t sich fiir nichtsingulidre Netze aber keine
eindeutig geometrisch gerichtete Ordnungsfolge der A; und damit kein
Zentralwert in der iiblichen Weise mehr definieren. Trotzdem wird
sich zeigen, daf3 einige fiir singuldre Netze gewonnene Aussagen auch
auf nichtsinguldre Netze tibertragen werden konnen.

Es soll zunichst bei den Ableitungen wiederum eine entfernungs-
und mengenlineare Transportkostenfunktion T=cxm und fiir die
Rohstofforte Umrechnung in Rohstoffdquivalenzmengen unterstellt wer-
den. Es wird nun untersucht, welche Kostendnderung bei einer Ver-
lagerung des Standortes S von einem charakteristischen Punkt A; zu
einem unmittelbar benachbarten charakteristischen Ort A; innerhalb
eines nichtsingulidren Netzes eintritt. A; und A; konnen somit entweder
als Konsumorte, Rohstofforte und/oder Verzweigungspunkte des Netzes
interpretiert werden.

A A
-~ X X
ml m; nl2

Abbildung 6. Netzteil eines nichtsinguldren Verkehrsnetzes mit
zwei charakteristischen Punkten.
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Angenommen, die dem Punkt A; zugeordnete Konsummenge (bzw.
Rohstoffdquivalenzmenge) sei m;. Der Standort S befinde sich zunéchst
in A; und die in diesem Fall vom Standort in Richtung A; gelieferten
Konsummengen seien mit mg und die {iber alle anderen Verkehrsver-
bindungen von A; gelieferten Mengen mit m; bezeichnet (vgl. Abb. 6).
Bei einer Verlagerung von S um die Entfernung d x in Richtung A;
tritt folgende Anderung dT der Transportkosten ein:

(25) dT = c (m; + m;) dx — cmydx .

Die Grenzkosten der Entfernung (Verhiltnis von Transportkosten-
dnderung zu Entfernungsénderung) betragen:
(26) g—x‘=°(mx+mi"‘m2) .

Tritt bei einer Verlagerung von S in Richtung A; auf der gesamten
Strecke A; A; keine Anderung von m; und ms; ein, sind die Grenzkosten
der Entfernung entlang der Verbindung A; A; konstant. Es kann aber
auch bei Erreichen eines Punktes S; eine Anderung der Mengen m; und
my und damit der Grenzkosten der Entfernung eintreten, weil es in Sy
kostengiinstiger wird, einen Teil 4 m; der bisher iiber A; gelieferten
Mengen iiber A;j zu liefern. Die Grenzkosten der Entfernung auf der

Strecke A; S; sollen mit g—il bezeichnet werden. Nach Uberschreitung

von S; um dx wird liber A; die Menge (mj; + m; — 4 m;) und lber A;
die Menge (mg + 4 mj) geliefert. In diesem Fall betragen die neuen
Grenzkosten der Entfernung:

dT
@n o = c(my +m; —Amy) — c(my + Amy) .

Diese Grenzkosten bleiben solange konstant, bis entweder A; oder
ein Punkt Sp erreicht wird, von dem aus es kostengiinstiger wird, die
lber A; gelieferte Konsummenge weiter zu verringern und die iiber
A; gelieferte Menge zu erhéhen.

Aus (26) und (27) folgt:

(28) g—:2=c(m1+mi—m2)—2cAm1=g—;I;1—20Am1 .

Die Grenzkosten auf der Strecke S; Sy (bzw. Si A;) sind somit niedri-
ger als die Grenzkosten des davor liegenden Streckenabschnitts A; S;.
In analoger Weise kann gezeigt werden, daB bei Uberschreitung von Sz
eine weitere Senkung der Grenzkosten der Entfernung eintritt.

Diese Argumentation 146t sich bis zur Erreichung von A; fortsetzen.
Man erhilt somit die folgende Aussage:

XX. Bei Vorliegen entfernungs- und mengenlinearer Transportkosten
in einem Verkehrsnetz bleiben bei Verlagerung des Standorts
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von einem charakteristischen Punkt A; zu einem unmittelbar
benachbarten charakteristischen Punkt A; die Grenzkosten der
Entfernung entweder konstant oder nehmen mit zunehmender
Entfernung von A; ab.

Konstante Grenzkosten bedeuten linearen, abnehmende Grenzkosten
konkaven Verlauf der gesamten Transportkosten. Daraus folgt aber,
daf die gesamten Transportkosten zwischen A; und A; keinen Wert an-
nehmen kénnen, der kleiner als der kleinere der Kostenwerte von A;
und A; ist. Das bedeutet aber, daf zwischen A; und Aj ein optimaler
Standort, fiir den definitionsgemi die Kosten minimal sind, nicht lie-
gen kann, es sei denn, daf alle Punkte zwischen A; und A; einschlie3-
lich A; und A; optimale Standorte sind. Durch Berechnung von Aqui-
valenzmengen kann diese Argumentation auch fiir nichtlinearen Ver-
lauf der Mengenabhingigkeit in analoger Weise gefiihrt werden.

XXI. Bei Vorliegen entfernungslinearer Transportkosten T = cxf(m)
liegt in einem nichtsinguldren Verkehrsnetz ein optimaler Stand-
ort entweder in einem Konsumort, Rohstoffort oder Verzwei-
gungspunkt.

Als Beispiel diene das in Abbildung 5 angegebene Transportnetz, in
dem die angegebenen Zahlen die Entfernungen zwischen den jeweils
benachbarten charakteristischen Punkten darstellen. Es wird folgende
Konsummengenverteilung unterstellt:

my = 20 mg; =30 myg = 8
my = 20 mg =10 myy = 32
mg = 30 mg = 10 mys = 6
my= 0 my, = 4 myg = 10
my = 20 my; = 10 my; = 5
mg = 20 myy = 20 myg= 8.

Minimalpunkte sind nur A4 und Ajs. Die Berechnung der Transport-
kosten ergibt
T, = 17919 Kosteneinheiten
Ty4 = 8 014 Kosteneinheiten

A4, ein Verzweigungspunkt, der nicht Konsumort ist, ist damit der
optimale Standort.

7. Mehrere optimale Standorte mit Beriicksichtigung von
Rohstofftransportkosten in Verkehrsnetzen

In diesem Fall ist das Transportnetz in Teilnetze zu zerlegen. Fir
alle singuldren bzw. nichtsinguldren Teilnetze gilt dann aber X bzw.
XXI. Es 148t sich somit folgende Aussage machen:

9 Schriften d. Vereins f. Socialpolitik 42
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XXII. Ist in einem Verkehrsnetz bei Vorliegen entfernungslinearer
Transportkosten Ti=cx f(m) fir das Endprodukt und Tg=
s x f(r) fiir die Rohstoffe zur Minimierung der Transportkosten
eine gegebene Zahl von optimalen Standorten zu bestimmen,
dann liegen diese Standorte bei beliebiger Verteilung der
Konsummengen und Rohstoftkapazitdten entweder in Konsum-
orten, Verzweigungspunkten oder Rohstofforten.

Der Fall der Bestimmung eines optimalen Standorts ist als Spezial-
fall in dieser Aussage enthalten. In diesem Spezialfall entfillt die Zer-
legung in Teilnetze.

8. Ein optimaler Standort in Spezialfillen nichtsinguliirer
Verkehrsnetze

a) Offene Netze — Bestimmung des optimalen Standorts

Fir offene Netze lassen sich unter Ausnutzung ihrer besonderen
Struktur einige spezielle Aussagen ableiten. Ein singuldres Verkehrs-
netz kann als Spezialfall eines offenen Netzes angesehen werden. Daher
lassen sich einige der fiir singuldre Netze abgeleiteten Aussagen auch
fiir allgemein offene Netze verallgemeinern. Davon soll an dieser Stelle
aber abgesehen werden. Es sollen hier, bei einer Beschrinkung auf den
Fall der Bestimmung eines optimalen Standorts, nur zwei Aussagen
abgeleitet werden, die zur praktischen Bestimmung der Lage des opti-
malen Standorts verwendet werden kénnen.

Angenommen, in einem charakteristischen Punkt A; mit der Konsum-
menge m; eines offenen Netzes befinde sich ein Minimum. Weiterhin
wird angenommen, dafl von A; aus drei Verkehrsverbindungen zu den
ubrigen Konsumorten des Netzes ausgehen, iiber die die Mengen my,
me und mg transportiert werden (vgl. Abb. 7). In Anwendung der unter
6. geschilderten Bedingungen gilt dann:

m1 < my + m3 + mi
(29) my < my + mg + m;
m3<m1+m2+mi .
Gilt in einer der Bedingungen (29) das Gleichheitszeichen, dann tre-
ten bei Verlagerung des Standortes in der entsprechenden Richtung bis
zur Erreichung des nichsten charakteristischen Punktes keine Kosten-

dnderungen ein, d. h. alle Punkte der Verbindungsstrecke sind optimale
Standorte.

Sind aber die Bedingungen (29) in obiger Form erfiillt, tritt bei Ver-
lagerung des Standortes in jeder Richtung eine Kostenerhéhung ein.
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Angenommen, die Verlagerung erfolge in Richtung mj, dann betrigt
die Kostenédnderung 4 Ty:

(30) ATy = ¢ (my + mg + m; — my) 4x .

Diese Mengenkonstellation bleibt bis zur Erreichung eines benach-
barten charakteristischen Punktes A; unverédndert. Die Grenzkosten des

Weges zwischen A; und A 4Ty sind daher konstant. AuBlerdem sind

i dax
sie, wie aus (29) folgt, positiv:
AT
(31) A—X1=c(m2+m3+mi—m1).

Angenommen, Aj sei ein Verzweigungspunkt mit der Konsummenge
m;, von dem aus zwei Verkehrsverbindungen mit den Konsummengen
m; und mj ausgehen.

T~ > < /
‘/"‘i (m;) ™ my+m Aj(mi)\
m3 m

Abbildung 7. Netzteil eines offenen Verkehrsnetzes

Bei einer Verlagerung des Standortes von A; in Richtung m{ um 4 x
erhilt man als zusatzliche Kostendnderung 4 Te.

(32) 4T, = ¢ (my + my + m; + m; + m{ — m}) 4x.

Diese Mengenkonstellation bleibt bis zur Erreichung des nichsten
charakteristischen Punktes unveridndert. Die Grenzkosten des Weges

%'—rf auf dieser Strecke sind somit konstant und positiv.
ATy . ,

(33) E=C(m2+m3+mi+mj+ml_ml)
AT AT B )

54 T Gt elm +my+ my —m))

Nun ist aber:

@5) m, = m; + m] + m]

Daraus folgt:

@) cm +m;+my—m)>0

dTe _ dTy
@7 ax ax

g
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Es ist somit eine Erh6hung der Grenzkosten eingetreten. Eine dhn-
liche Uberlegung kann im Hinblick auf eine Verlagerung des Stand-
ortes in Richtung m'] durchgefiihrt werden. In beiden Fillen tritt eine
Erh6hung der Grenzkosten ein.

Diese an einem speziellen Beispiel abgeleiteten Eigenschaften lassen
sich beliebig verallgemeinern. Es folgt daraus, daB bei einer Verlage-
rung des Standortes aus einem Minimum in jeder Richtung die Kosten
entweder gleich bleiben — in diesem Fall sind der Punkt und der ent-
sprechend benachbarte charakteristische Punkt einschlieBlich aller
Punkte auf ihrer Verkehrsverbindung optimale Minimalpunkte mit
gleichen Transportkosten — oder mit zunehmender Entfernung stindig
steigen, wobei die Grenzkosten nach Uberschreitung jedes charakteri-
stischen Punktes ansteigen. Unter Verwendung der Bezeichnung Mini-
malregion als Oberbegriff fiir die beiden Moglichkeiten eines Minimal-
punktes und einer Minimalstrecke lassen sich folgende Aussagen machen.

XXIII. In offenen Verkehrsnetzen existiert nur eine (optimale) Mini-
malregion.

XXIV. Bei einer Verlagerung des Standortes aus der Minimalregion
sind die Grenzkosten des Weges zwischen zwei charakteristi-
schen Punkten positiv konstant und steigen bei Uberschrei-
tung eines weiter von der Minimalregion entfernten charak-
teristischen Punktes stets an.

Aus XXIII folgt, daB die Kosten von einem beliebigen Punkt des
Netzes nur in Richtung auf die Minimalregion fallen kénnen.

Daraus 148t sich ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des optima-
len Standortes ableiten. Man beginnt mit einem beliebigen Punkt des
Netzes und stellt fest, in welcher Richtung bei Verlagerung des Stand-
ortes eine Senkung der Kosten eintritt. Fiir diese Richtung ist die
Summe der iiber sie gelieferten Konsummengen grofer als die liber
alle anderen Richtungen gelieferten Konsummengen, vermehrt um die
Konsummenge des Punktes. Dann erfolgt ein Ubergang zum néchsten
Konsum- oder Verzweigungspunkt in der giinstigen Richtung, und das
Verfahren wird wiederholt, bis ein Punkt erreicht ist, bei dem in keiner
Richtung eine Kostensenkung mehr méglich ist. Damit ist der optimale
Standort erreicht. Ist fiir diesen Standort die Kostendnderung bei Ver-
lagerung des Standorts in eine Richtung 0, dann sind dieser Punkt und
der in dieser Richtung liegende, benachbarte charakteristische Punkt
einschlieBlich aller Punkte auf ihrer Verkehrsverbindung optimale
Standorte.

b) Gemischte Netze
Ein gemischtes Verkehrsnetz besteht aus einem geschlossenen Teil
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und mehreren, daran angeschlossenen, offenen Teilen. Ein Beispiel ist
in der nebenstehenden Abbildung 8 gegeben.

Abbildung 8. Beispiel eines gemischten Verkehrsnetzes mit
zwei Anschlufpunkten A; und Ay

In diesem Beispiel ist iiber die Orte Aj und Ag an den geschlossenen
Teil des Netzes je ein offener Teil angeschlossen. Diese Punkte seien
als AnschluBpunkte bezeichnet.

Angenommen, die Konsummengensumme des lber einen Anschluf3-
punkt A; angeschlossenen offenen Netzteils sei m, und die Konsum-
mengensumme des Restnetzes m,. Dabei wird die Konsummenge des
Anschlufipunktes (und damit der Anschluipunkt) definitionsgemédl dem
Restnetz zugeordnet. Ist fiir einen AnschluBpunkt die Bedingung

(38) m, > m,

erfiillt, liegt der optimale Standort im zugehorigen offenen Netzteil,
denn von jedem Punkt des Restnetzes kann durch eine Verlagerung
des Standortes iiber die kiirzeste Verkehrsverbindung in Richtung auf

den offenen Netzteil eine Kostenersparnis realisiert werden. Ist um-
gekehrt die Bedingung

(39) m, <m,
erfiillt, liegt ein optimaler Standort im Restnetz. Daraus folgt:

XXV. Ist in einem gemischten Netz fiir einen AnschluBpunkt die
Konsumsumme des angeschlossenen offenen Netzteils grofier
als die Konsumsumme des Restnetzes, dann liegt der optimale
Standort in diesem offenen Netzteil. Ist fiir alle AnschluB-
punkte die Konsumsumme des Restnetzes grofer als die Kon~
sumsumme des angeschlossenen offenen Netzteils, dann liegt
ein optimaler Standort im geschlossenen Netzteil.

Durch eine entsprechende Uberpriifung aller AnschluSpunkte ist da-
her die Bestimmung eines optimalen Standortes in einem gemischten
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Netz auf die Bestimmung des optimalen Standorts eines offenen oder
geschlossenen Netzteils riickfiihrbar.

B. Verkehrsnetze mit entfernungsnichtlinearen Transportkosten

Die unter A abgeleiteten Aussagen iiber optimale Standorte basieren
auf der Annahme einer entfernungslinearen Transportkostenfunktion.
Unter dieser Voraussetzung liegen optimale Standorte allgemein in
Konsumorten, Rohstofforten oder Verzweigungspunkten. Diese Aussage
gilt fiir beliebige entfernungsnichtlineare Transportkostenfunktionen
allgemein nicht mehr, wie das folgende einfache Gegenbeispiel zeigt:
Gegeben sei in einem singuldren Verkehrsnetz die Transportkosten-
funktion:

(40) T=cx2m .

Werden von k Konsumpunkten Aj, Az...A;...Ax in der Entfernung
Xy, X2...Xi...Xx von einem Bezugspunkt die Konsummengen my,
mg...m;... mg bezogen, dann betragen die Transportkosten fiir einen
Standort mit der Entfernungskoordinate x:

k
41 T=c 3 |&x—%(2m;.

i=1
Wird die Entfernungskoordinate des optimalen Standorts mit x; be-
zeichnet gilt:

Kk
(42 T=c I (x;—x)2m; = Min .

Da die Summe der Abweichungsquadrate vom arithmetischen Mittel
ein Minimum ist, ergibt sich:

_ Zxm

- Zmi

x; ist somit das arithmetische Mittel der Reihenwerte. Das arithmeti-
sche Mittel braucht aber nicht mit einem Reihenwert zusammenzufal-
len. Daher kann auch der optimale Standort in obigem Beispiel zwi-
schen zwei Konsumorte fallen.

(43) X

9. Verkehrsnetze mit entfernungsdegressiven Transportkosten

Es wird nun ein praktisch hdufiger Spezialfall einer nichtlinearen
Transportkostenfunktion untersucht, und zwar wird unterstellt, daf3
die Transportkosten mit zunehmender Entfernung mit pro Entfernungs-
einheit sinkenden Betridgen monoton steigen, d. h. die Grenzkosten der
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Entfernung sténdig sinken. Eine derartige Transportkostenfunktion
soll als degressiv bezeichnet werden. Werden die auf die Mengeneinheit
bezogenen Transportkosten mit t und die Entfernung mit x bezeichnet,
dann gilt fiir eine degressive Transportkostenfunktion t = f(x):

(44) —~dt d——t wenn X, > X
2 1 -
dxx=x, dxx=x2
ta
t
At
At
At
X

» X

Abbildung 9. Entfernungsdegressive Transportkostenfunktion

Bildet man von einem Punkt x = X, in Richtung zunehmender x Werte

den Quotienten gix, dann nimmt dieser Quotient mit steigendem 4 x
stdndig ab. Bewegt man sich von X, in Richtung abnehmender x Werte,

dann nimmt j—:’( mit steigendem 4 x stdndig zu. Von dieser Eigenschaft

einer degressiven Kostenfunktion wird bei den folgenden Ausfiihrun-
gen Gebrauch gemacht. Es soll nun nachgewiesen werden, daf§ ein opti-
maler Standort in einem nichtsinguldren Verkehrsnetz mit entfer-
nungsdegressiven Transportkosten in einem Konsumpunkt, Rohstoff-
punkt oder Verzweigungspunkt liegt. Dazu ist nachzuweisen, da kein
Punkt auf der Verkehrsverbindung zwischen zwei direkt benachbarten
charakteristischen Punkten A; und A; als Standort geringere gesamte
Transportkosten haben kann als der kleinere der Transportkostenwerte
von A; und A; Der Beweis ist erbracht, wenn nachgewiesen werden
kann, dafB bei einer Verlagerung des Standortes von A; um 4 x in Rich-
tung A; die auf die Entfernungsinderung bezogene Veridnderung 4 T
der gesamten Transportkosten T bei VergréBerung von 4 x stindig ab-
nimmt. Wiirde zwischen A; und A; ein Transportkostenminimum liegen,

dann miiBte nach Uberschreiten des Minimalpunktes —j—g zunehmen.

Der Beweis soll zunéchst fiir den speziellen Fall von fiinf Konsum-
punkten gefiihrt werden. Eine Verallgemeinerung auf beliebig viele
Konsumpunkte ist ohne groSe Schwierigkeiten moglich. Auierdem soll
zunichst von Rohstofftransportkosten abgesehen werden.
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Ai 4x 15LJ

Abbildung 10. Benachbarte charakteristische Punkte
eines Verkehrsnetzes

Angenommen, der Standort befinde sich zundchst im Punkte A; und
von den fiinf Konsummengen m; wiirden my und m; iiber Aj;, mjy, m;
und m;3 liber andere Verbindungen nach A; geliefert, wobei jeweils die
kiirzeste Verbindung realisiert wird. Dieses Bezugsschema wird bei
einer Verlegung des Standorts von A; in Richtung A; zunéchst bei-
behalten. Bei einer Verlagerung des Standorts von A; in Richtung A;
betrigt die Anderung der Transportkosten 4 T:

A4ty Ax —

4A A Ax

(45) AT=m1_lex+m 2% 4x + my ﬂAx
X

AT At Aty At At :
(46) A (ml A% + mg —— Ax +m3A ) — (m 4A +m5E)

Es wird nun gefragt, in welcher Weise sich—j; fiir steigende 4 x &n-

dert. Da eine degressive Transportkostenfunktion unterstellt wird,

4
werden alle 2—’ in der ersten Klammer stédndig abnehmen und in der

zweiten Klammer zunehmen. Das bedeutet aber, daB A—— mit steigen-

dem 4 x zumindest bis A; stindig sinkt. Diese smkende Tendenz von
j—:wird noch verstirkt, wenn mégliche Anderungen des Bezugsschemas

berticksichtigt werden, die darin bestehen kénnen, daB es kostenglinsti-
ger ist, eine oder mehrere bisher {iber A; bezogene Mengen iiber A; zu
beziehen.

Diese an einem speziellen Beispiel von fiinf Konsumpunkten mit den
Konsummengen m; dargestellte Argumentation 148t sich auf beliebig
viele Konsumpunkte iibertragen.

Bisher ist von Rohstofftransportkosten abgesehen worden. Die Ein-
fiihrung von Rohstofftransportkosten bereitet aber keine Schwierigkei-
ten, sofern auch fiir die Rohstofftransportkosten eine entfernungs-
degressive Transportkostenfunktion unterstellt wird.

Fiir die obige Argumentation ist es nicht erforderlich, fiir alle Kon-
sumpunkte die gleiche Transportkostenfunktion zu unterstellen. Es
wird nur vorausgesetzt, daB es sich um degressive Funktionen handelt.
Da man, wie bereits ausgefiihrt, einen Rohstoffpunkt als Konsumpunkt
interpretieren kann, kann man einen Teil der obigen m; als Rohstoff-
mengen interpretieren.
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Die oben dargestellte Argumentation kann auch auf den Grenzfall,
daB fiir einen Teil oder alle Konsum- bzw. Rohstoffpunkte lineare
Transportkostenfunktionen unterstellt werden, {ibertragen werden.

Da das Problem der Bestimmung mehrerer optimaler Standorte auf
die Bestimmung eines optimalen Standortes zuriickgefiihrt werden
kann, gelten obige Ausfithrungen auch fiir diesen Fall.

Es kann somit folgende allgemeine Aussage gemacht werden.

XXVI. In einem Verkehrsnetz mit entfernungslinearen oder entfer-
nungsdegressiven Transportkostenfunktionen beliebiger Men-
genstaffelung liegt jeder einzelne einer vorgegebenen Zahl
optimaler Standorte, fiir die die Summe der Transportkosten
ein Minimum wird, in einem Konsum-, Rohstoff- oder Ver-
zweigungspunkt.

Als optimale Standorte in Verkehrsnetzen mit entfernungslinearen
oder entfernungsdegressiven Transportkostenfunktionen kommen da-
her nur charakteristische Punkte des Netzes in Frage. Wie in den vor-
hergehenden Abschnitten dieser Untersuchung nachgewiesen wird, 148t
sich die Lage optimaler Standorte bei Vorliegen spezieller Netzstruk-
turen und Mengenkonstellationen weiter prazisieren.
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